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ÿ4=8<87 самых распространенных п аффективных методов численного
решения нелинейных функциональных уравнений вида Р ( х ) — 0 является
метод Ньютова. Рассматриваемы it в статье метод линейной интерполяции
численного решения нелинейных функциональных уравнений так же
прост, как н метод Ньютона, обладает такой же скоростью сходимости, но
в отличие от пего не содержит оператора Н' ( х ) . Поэтому его удобно при¬

менять п тех случаях, когда применение методов типа Ньютона , содер¬

жащих Р'(х ) , нежелательно (например, при сложном аналитическом
выражения производной Р' ( х ) ) .

В отличие от классического метода хорд {‘) и метода хорд с одним
закрепленным узлом (" ) , рассматриваемый метод имеет более высокую
скорость сходимости — квадратичную, а по сравнению с методом хорд,
построенных по узлам Чебышева ( г) , обладает большей простотой и эко-
помнчпостыо , тан как нет необходимости на каждом шаге итераций нахо ¬
дить узлы Чебышева ,

1°. Пусть Р ( х ) = 0 — функциональное уравнение, имеющее единствен ¬

ный корень х* в некоторой области И = {Ца* лг*|| ^ ц} , ц — const >i 0,
а операция Р ( х ) переводит элементы нормированного пространства X
типа В в элементы нормированного пространства У того же типа ,

Рассмотрим итерационный метод решения функциональных уравнений :

— //-'(xn_
i, хп) Р ( хп ) х п= 1, 2, 3, , . . , ( 1 . 1 )

где линейная операция хА) зависит только от элементов x„_
t, г„,

причем

II Р' ( хп ) - II (лл_
А, хп) И = В К-Шп||<V*I**- |Р*' ( х )1л. (1> 2)

На слушай одного переменного рассматриваемый метод допускает простую
геометрическую интерпретацию; за приближенное значение корня прини¬

мается корень интерполяционного многочлена первой степени, построен¬

ного с помощью элементов х „ и аппроксимирующего Р' ( хп ) с по¬

грешностью 0(||дп_
( — jcJ|*) ,

Сходимость процесса ( 1,1 ) и оценка скорости сходимости устанавли¬

вается следующей теоремой.
Т е о р е м а, Если:
1) для приближения Хц существует обратная операция Г® = [Р'(я*)]_

1,
2) в обмети R

|[ <̂*) l l < t f t JI P'" ( x ) \\^ N1

то при ж», хи достаточно близких к корню х* , процесс (1,1 ) сходится
к корню со скоростью, характеризуемой неравенством

\\х̂ - х* \\*: С\\х„- х' Г , п=1, 2, 3 ( 1,3)
еде С — некоторая ограниченная положительная постоянная,

До к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала , что для х„, достаточно
близких к х„, существует обратная операция ILr' . Доказательство прове¬
дем аналогично (:) ,



Для гя_
|, а:я, достаточно близких к ла, имеем

(1гв ( Р'о-нп ) 5<цг#|| *„- ж0 D Л/ +Ч* I in-1 - *rt RAT j;=к< i .

Из полученного, согласно известной теореме Банаха, следует существо¬

вание обратной операции Г„= ( / — Г0 (Рл — Яя) ]~* п |]Г„1|^ 1 / (1 — Л„).
Таким образом, операция Г « ГЛ= НЛ~* существует и 1|#„

_,11 ^й ||Г*|| I (1 — Л„). Установим теперь сходимость рассматриваемого метода
н получим оценку скорости сходимости. Вычитая из левой п правой части
равенства (1,1) элемент х* и используя

Р» — Р' ( х‘ ) ( хп — х‘) = е „, ||е„Н < — i’ ipAf,
имеем

\**1-*•II^\*п — *' IIV - (*')И- II Я,;1и IIеД
и поскольку

1/ -W (т*Ж 1|Яп‘||{1/« 1>п-1-1„РЛ+
то
|in+!- Я + АГЧ*„-**1.(1 +

Из неравенства (1,4) следует, что скорость сходимости рассматриваемого
метода, вообще говоря, не превысит квадратичной, поэтому бесконечно
малая величина ||х„_, — x'il 3, к -+«, не низшего порядка по сравнению
с бесконечно малой ||х„- - х*||, ге-*- оо, следовательно,

|}л* — жп_
* II* < сЦгя — ®'11, 0 < с= const < оо. (1,5)

Учитыная (1,5) , из (1,4) получим (1,3). Теорема доказана.
2“. Рассмотрим некоторые применения метода (1,1).
1. Пусть Р(х ) = 0 — вещественное уравнение. Выбрав

„ — *„-*> — -Р
П “ a (*n-*n-i)

получим метод приближений для решения вещественных уравнений

О Г ~ \ Л ОТ ^ Оifl+l ill ’ О (J д у “ ( п̂)’ ^ 1, 4, 3,

по отношению к которому, вследствие того что Я„ удовлетворяет условию
(1, 2) , справедлива доказанная теорема.

Метод (2, 1) имеет простую геометрическую интерпретацию, апалогич ,
кую классическому методу хорд.

По методу (2,1) за приближенное значение корня принимается кореш,
интерполяционного многочлена первой степени, построенною по точкам
2хп дгя,-1, х„—2. Применим метод (1,1) к решению систем т вещественных уравне ¬

ний с m неизвестными,
/( (!„ * |) = 0, 1= 1, 2, 3 т. (2,2)

В этом случае операция //„представляется матрицей

/* aSn) -^i> &-hв?°, ”
2((ip>

k , i =1, 2,.,. , m,
В которой ПО добавочному условию функция /fij'' (ti"0 при §jrt'

m



При таком условии в силу£j" 15 равна ( £?\. . . , Em *)*

1 im
11

f k fcf> . . . , $£>- f k (£</*> ^l>
n / p i n )

(iin) Й?')<*> ?

функция /iljJ tii '1 Etrt 1 ) будет непрерывна (см., например, (5) , стр,

147), и матрица // „, как видно, удовлетворит условию (1,2). Отметим
пто при решении конкретных задач в случаи ijfl ) — с целью избе¬

жать вычисления производной fU_ (^, . . . , 5 ) ) прн сложном аналн-t < n)

тнческсм выражении ее , можно вместо приближения ^п\ равного с,}" 1:

взять любое Е$*\ близкое к % f\ что , очевидно , не окажет существенного
влияния на скорость AE>48<>AB8 итерационного процесса .

' Последовательные приближения для корня в случае (2,2) определя ¬
ются ил системы уравнений для поцравок

v '* 1̂п) -/* »^ О „<пи,& гф-ЯГЩ <Ь
-$” ) = -/* &п) ^п>).

3, Рассмотрим теперь нелинейное интегральное уравнение
1

[ Р (г) — х (я) — ^ К (s, t , x ( t ) ) d t — О,
о

где К ( $, I , х ( 1 ) ) — непрерывная функция своих аргументов, трижды диф¬
ференцируема ПО X.

В этом случае, как нетрудно видеть, приближение лг„+1 должно опреде¬

ляться из линейного интегрального уравнения
1 1

*«+1 (*);— X* (s) — { h w (s,'/ ) {jr0+l ( t ) — x n (i)}d t = ^ K (s , t , I„(1)) d t — x n (s),
0 0

(3,1)
„ K (*' *’ 2rn <'>"*«

_
I W>- K 0’ *n

_
l (0>

2 <*„(!)
_

*„_, у» '
причем полагаем , что функция /i< 4> (s, t ) прп значениях t — 1*, » которых
з:л (^ ) — згГ1

_, ( ^ ) обращается а нуль, равпа Kz' ( $, tk , x„( h ) ) .При таком усло¬
вии в силу

Нт
К **’ f’ ^^

_
Я"-1 (*»"* К (*' V 1*. 4 нл Г> \\i1? ffi- cn — *. . (*» = К* (s’ '* *» Р*»п-1

ядро А<п>{а, 1) непрерывно при всех f е [0, 1].
Уравнение (3,1) получаем пз общей формулы (1,1) , учитывая смысл

Нп для данного случая.
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