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ВЫПУКЛЫЕ ФУНКЦИИ ПОТЕРЬ В ТЕОРИИ
НЕСМЕЩЕННОГО ОЦЕНИВАНИЯ

Пусть (X, Я ) — выборочной пространство с семейством мер /V зави¬
сящих от абстрактного параметра 0е8, При мере качества, задаваемой
некоторой положительной выпуклой функцией потерь W , оценке на
оспопе выборочной точки х <= X подлежат вещественная функция g(6).
Мы будем рассматривать здесь лишь н е с м ещ е н ны е оценка /(г), т. е.
такие, для которых при всех Йе0

£,/(*) = £(9) . t (1 )
Нашей задачей является последование несмещенных оценок с мини¬

мальным риском (н.о.м.р.) , т. е, оценок /, удовлетворяющих (1) и мини-
минирующих величину риска

Л „( f ) = E v W ( f { x ) - g (б) ) . (2)
Будем рассматривать дважды дифференцируемые, за возможным

исключением точки 0, выпуклые функции потерь VE ( u) , W{0) — 0, удов¬

летворяющие неравенству ( Л -условию, см, (‘), стр. 37).
W ( 2u) ^CW ( u ). (3)

Известие, что в этом случае W (н) ^ С|и|р и |н|П"(и) =£СЮГ (н) , где
К 2* 1.

Будет показано, что если f ( x ) — н.о.м.р., отвечающая функции потерь
JV( u ) = и1, т о /(х) при определенных условиях является и н.о.м.р, для
указанных функций потерь W. Этот результат является обобщением
основной теоремы из (5). где показано, что прп аналогичных предполо
женпях / является н.о.м.р. для функций потерь вида W (а ) =|к|* р ^ 2
ИЛИ р= 1.

Пр е д л ож е н и е. Пусть W — дважды непрерывно дифференцируемая
выпуклая функция потерь, удовлетворяющая (3) , Необходимым и доста¬

точным условием того, что f ( x ) есть н.о.м.р ,, является
E6W' ( f ( x ) -ff ( G ) )*(*) *= О (4)'

для любой статистики у ( х ) с условием
£еХ(*)=°1 (5)

Я*Щ (х(*) ) < «. (й)

До к а з а т е л ь с т в о. Не о б х о д им о с т ь. Пусть } (я) — н.о.м.р.,
а у — некоторая статистика, удовлетворяющая (6) и (5) . Тогда
/ (*) + )*% ( х) — несмещенная опенка g{0) с конечным в силу (3) риском
для всех достаточно малых А. Имеем

min EttW { f (х ) + }.% (х ) — g (0)) == EtW {/ ( х ) — g (0))

в
± E,W (/ (х ) + Н (х ) - g (0))1х « = E,W ( f (х) — g (В)) = 0.
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До с т а т о ч н о с т ь. Предположим, что выполнено условие (-4). Пока¬

жем, что при всех 9 е= в
E t W ( f ( x )-*(9» < В,^(Л (х) — ж(в) ) ,

где к удовлетворяет (1) . Мы можем считать, что E*W ( h{ x ) — g (0) ) < со.
Тогда

E t W ( h( x ) — g ( d ) ) = E e W ( f ( x ) — у ( 0) -f h( x ) — f ( x ) ) —=E,[W ( f ( x ) - g ( d ) ) 4- ( ,h{ x ) -/(*) ) '(/ (*) — £(9) ) +.+ ‘A (A{*) “ /<*))W/'(/(*)-f (e> ) +t(h( x ) - f ( x ) )l (7)

где 0 ^ 1. Поскольку h( x ) — f ( x) удовлетворяет (6) n (5), то в силу
условия (4) второе слагаемое в ( 7) равно нулю, п, значит, последний
интеграл конечен. По W" ^ 0 п, значит, при всех 9е В

E<W ( h( x ) ~ g ( Q ) ) ^ E,W ( f ( x ) — g ( Q ) ) .
Отмстим, что этот результат верен и для негладких выпуклых функций
вида

W (в) {W* («),
ii > 0;
» <0, (8)

где И7, (0) — И',{0) — 0 и функции IP,(и), И7г (ц) выпуклы и удовлетво¬
ряют (3) .

Доказанное предложение обобщает известные критерии оптимальности,
относящиеся к случаю И7( н) =|w|i', р ^ 2 (см. г,

Сформулируем теперь основной результат.
Те о р ем а 1. Предположим, что множество оценок у с условиями

Е9%1 { E ) < оо и (5) плотно в метрике Ь г { Ре ) п р и всех 0е9 j множестве
всех статистик из £а (Р5 ), удовлетворяющих (5). Пусть f ( x ) — н.о,м.р.,
отвечающая функции потерьW ( u) = я1, причем.

Со

£,|/(*)|* < оо, к= 1, 2, . . , 2(£4/(E-*̂ = «. (/)

Тогда, есми ТТ (ы ) — вещественно аналитическая функция с условием
(3) , то f ( x ) является п.о.м.р. для функции потерь И7,

Если И7 (и) — полином степени к , то условие (9) можно заменить на
<; оо.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно условиям теоремы и доказанному пред¬

ложению
£.(/(*) -*(в) ) = 0 (ю)

для всех статистик у, для которых выполнено (Г> ) и Е6 у~ { х ) < оо. Но тог¬

да и E9 f ( x ) % ( x ) s=0f т. е. j ( x ) y w { x ) вместе с у ( х ) является несмещенной
оценкой нуля. При атом в силу условий теоремы можно считать, что
E f X' i x ) < со, откуда выводим

и в силу (10)
Ь\Г ( х )г ( х ) ^ 1Ё?( х )ЕуС ( х ) < «

(* )%(* ) = 0
при всех у с условиями (5) и E r y j ( x ) < оо. По индукции получаем

Е,11' ( х ) у ( х ) =0
для к — 1, 2, .., , откуда

ЕЖЦ { х ) - g ( 0) )х (*) =0.
Если IF(it) — полином степени к, то для доказательства соотношения

E B W' ( f ( x ) -g (0) ) /.(*) = 0
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достаточно показать E f 3 ( x ) x ( x ) — 0. s =1, . . . , к — 1* Из предыдущего
видно, что эти равенства верны, если i?/ (x) *0~ l! < оо. Для завершения
доказательства в силу предложения осталось заметить, что из условия
E W ( x( x ) ) < ос следует Е%* ( х ) < оо .

Рассматривая «урезанные» оценки /я,
). i / WI < AT ;

0 1 f { x)\>N',
можно показать, что если f { x ) — н.о.м.р, для функции потерь ТТ' (и ) = и г
п E »W ( f ( x ) — £ (0 ) ) = оо, то n E e W ( h ( x ) — Д (0) ) = ос дли любой не¬

смещенной оценки h( z ) с конечной дисперсией.
Справедлив также следующий результат.
Те о р ем а 2. Пу сть 55 - п а л г е б р и , порожденная ограниченными

н.о^и.р. для функции потерь W (н) = вй, Если функция потерь И' имеет
вид (8) , где И7, ( и ) , Ий (« ) — вещественно аналитические функции, оценка
Цх ) измерима относительн-п а-алгебры © и является н.ом.р. для функции
потерьW (ы ) = ц", то / — н.о.м.р, и для функции потерь И7.

Отметим, что в теореме 2 требование ©-измеримости оценки }( х ) яв ¬

ляется существенным.
Таким образом, несмещенные оценки, оптимальные п смысле мини

мальной дисперсии , являются п н.о.м.р. для весьма широкого класса вы¬

пуклых функций потерь в следующих примерах, указанных в (' ). (Инте¬
ресен лить случай распределений с неполными достаточными статисти¬

ками.)
1, Неполные экспонентные семейства с полиномиальными связями (см.

(*), стр. 232) , В атом случае плотность меры Р* б = (0 > , е R'
распределения вектора достаточных статистик Т — (Т ,, , . , , Т ,) имеет
вид

Р 0 ( Т ) =C ( Q ) h { T ) exp {e,7Y-H.. . + fi.7\},

где /г ( Г) ^ 0. При этом параметры 0,, у д о в л е т в о р яю т уравнениям
связи

Лг (0 0,) = 0,

где 11,(01, . . , , 0а ) — полиномы от 0i t .., , в„q=l,...,r, г <Г s, В этом слу¬

чае известны необходимые н достаточные условия того, что несмещенная
оценка }(х ) имеет мияимальную дисперсию. Эта оценка будет иметь и ми¬

нимальный pncit для указанных функций потерь,

2. Ограниченные выборочные биномиальные планы объема п
с n +. J n -f- l (m. ;> 0) граничными точками (см. {:' ) ) . В этом случае до¬

статочные статистики неполны, по существуют нетривиальные несмещен¬
ные оценки с минимальной дисперсией н, значит, с минимальным рнском
для рассмотренных выпуклых функций.

Указанные результаты могут быть перенесены на случай монотонных
выпуклых функций потерт,, что будет изложено отдельно.
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