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Среди вычислимых нумерации систем рекурсивно перечислимых (р.п.)
множеств особое место занимают минимальные нумерации. Нумерации а
системы S р.п. множеств называется м и н и м а л ь н о й, если всякая нуме¬
рация р системы S. сводящаяся к и, эквивалентна последней. Для наибо¬

лее нижного и интересного случая — системы 3F всех р.и , множеств — нали¬
чие минимальной (даже однозначной) нумерации было установлено срав¬
нительно давно (1 ) . В работах (3, ’ ) существование однозначных нумера¬

ций доказывается для довольно обширного класса систем. Вместе с тем,
в настоящее время , uo-вндямоку, не найден пример системы, не обладаю¬
щей минимальной (или позитивной) нумерацией, В настоящей заметке
приводятся дг,а достаточных условия существовании позитивных и одно¬
значных нумераций (теоремы 1, 2). Теорема 3 позволяет при довольно об¬
щих предположениях относительно системы S, имеющей однозначную
нумерацию, сделать вывод о существовании бесконечной последовательно¬

сти попарно не сравнимых однозначных нумераций системы S. В теоре¬
мах 4, Г> изучаются совокупности номеров отдельных множеств в мини ¬
мальных нумерациях. Все неопределяемые понятия можно найти в ( 1, *) .
13 дальнейшем под системой мы понимаем вычислимую систему р.п. мно¬
жеств, а под нумерацией — вычислимую нумерацию системы р.п, множеств.

Назовем множество Р п р е д е л ь н ы м д л я с и с т е м ы 5, если лю¬
бое конечное подмножество Р содержится ь подходящем множестве из S.
Будем говорить, что система S предельна для системы Т , если любое мно¬
жество из В предельно для системы Т .

Т е о р е м а 1, Пусть система В содержит подсистему Т конечных мно¬
жеств такую, кто система S предельна для системы Т.
Тогда S имеет позитивную нумерацию.
С л е д с т в и е. Всякая ( вычислимая ) система конечных множеств име¬

ет позитивную нумерацию.
Пусть Р — множество системы S. Вудом говорить, что Р максимально

в S , если Р не является собственным подмножеством никакого множества
из S.

Т е о р е м а 2, Пусть система S содержит подсистему Т , обладающую
свойствами:

1 ) если два множества из Т пересекаются, то одно из них содержится
в другом:

2) в Т не имеется максимальных множеств ;
3) система S предельна для системы Т ,

Тогда система S обладает однозначной нумерацией.
С л е д с т в и е 1 (Фридберг, (‘) ). Система g всех р.п. множеств имеет

одиозначную пумерацию.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В качестве системы 2', фигурирующей в условии

теоремы, возьмем систему, состоящую из множеств е,= {0, 1, . . . , (}-
С д е д с т в и е 2, Любая линейно упорядоченная (по включению ) си¬

стема, не содержащая максимального множества, обладает однозначной
нумерацией.
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При доказательстве теоремы 2 решающую роль играет
Л емм а . Пусть система Т удовлетворяет условиям 1 ) , 2) теоремы .
Тогда Т содержит подсистему U , обладающую свойствами:
1) любое множество из Т содержится в подходящем множестве из U\
2) система U имеет однозначную нумерацию а , в которой

Ух , Vy х < y&Kix n ayФф => ах сг ау ,

В работах ( 5
f * ) наметились пути для установления бесконечности мно¬

жества попарно нс сравнимых нумерации из некоторых классов. В теоре¬
ме 3 предлагается другой подход к этому вопросу.

Назовем систему S н е п р е рыв н о й, если любое конечное подмноже¬
ство любого множества Р из S содержится в подходящем множестве Q из
3, отличном от Р .

Пусть а — нумерация системы S, Тs S. Нумерацию а назовем о д н о¬

з н а ч н о й о т н о с и т е л ь н о Т , если любое множество из Т имеет в
нумерации о единственный номер.

Положим Et = {0, 1, 3, 5, . . .} и для / > О Е , = {2'{2ft -f 1 )|А == 0, 1, , . Е с л и Ф. (л) — прямой пересчет множества Et , то пусть е ,, * == Ф< (А) . Если ае, «1, . . . — последовательность нумераций, то через

2 сц обозначим нумерацию ц, удовлетворяющую условию: для всех
См
г, А 5* 0 ае ,, * = а,А-.

Последовательность нумерации и+, назовем в ы ч г с л п м о й, если
существует такая частично рекурсивная функция Л {£, п, ж ) , что для лю ¬
бого 1 > 0 функции л/г , х А (г, п, х ) является универсальной функцией
нумерации сц.

Т е о р е м а 3. Пусть система S имеет нумерацию а„ и удовлетворяет
условиям :

1 ) S содержит о0 — вполне перечислимую непрерывную подсистему Т ,
имеющую непустые множества;

2) нумерация п и однозначна относительно системы Т .
Тогда существует бесконечная вычислимая последовательность
а-, . . . однозначных относительно Т нумераций системы S такая , что для

любого i ^0 нумерации а , и 2 а1 несравнимы.
}Т-i

Сл е д с т в и е I (Хуторсцкий, {*) ) . Система Я всех р .п . множеств имеет
бесконечную вычислимую последовательность попарно не сравнимых odito-
значных нумераций.

Сл е д с т в и е 2, Существует бесконечная вычислимая последователь¬

ность попарно не сравнимых позитивных нумераций, системы каждая
из которых не эквивалентна никакой однозначной.

Ещо одно применение теоремы 3 будет дано после теоремы 5.
Назовем систему S н о рм а л ь н о й, если вместе с каждым конечным

множеством системе S принадлежат и все его непустые подмножества .
Следующая теорема дополняет результат Хутороцкого из (в ) .
Т е о р е м а 4. Любая минимальная нумерация бесконечной нормальной

системы эквивалентна нумерации , в которой любое конечное множество
имеет конечное число номеров .

Нетрудно указать пример (вычислимой ) системы конечных множеств ,

не имеющей никакой (вычислимой) нумерации, в которой любое1множество
имело бы конечное число номеров. Именно, определим такую систему За
следующим образом. Пусть С — множество чисел класса 3V арифметиче¬

ской иерархии Клинн — Мостовского, не принадлежащее классу V3. По¬

ложим Si — {{п}|пеС} , Si — { { п , 0} |п > 0} , 5g = S , (j3? .
Если а — нумерация системы 5 я 4е3, то через а-!.4 обозначим сово¬

купность всех а — номеров множества А .
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Следующая теорема является положительным ответом на вопрос Хуто-
роцкого ( (’ ) , стр. 487) .

Т е о р ем а 5. Пусть система S удовлетворяет условиям:
1 ) существует нумерация v подсистемы S , с г S, в которой

V x v x с г \ + 1 ) 5

2) множество А= (J принадлежит системе 5;
3) система S\S, имеет минимальную нумерацию.
Тогдй-существует минимальная нумерация и системы S . в которой мно¬

жество «-1Л не рекурсивно перечислимо.
Используя конструкцию теоремы 3, получаем два следствия.
Сл е д с т в и е 1. В условии .с теоремы 5 существует бесконечная вычис¬

лимая последовательность «л , о , , . . . попарно не сравнимых минимальных
нумераций системы S. в каждой из которых множество о ,’VI не рекурсивно
перечислимо.

Сл е д с т в и е 2. Следствие i справедливо для системы $5 всех р.п. мно¬

жеств.
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