
До к л а ды Ак а д е м и и н а у к С С С Г
1971. Тон 198, М й

УДК 517.941 МАТЕМАТИКА

Б. Б1Ч01ТС (ГДР )

ОБОБЩЕННАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО
ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

{Представлено академиком В, II . Смирновым 2$ XII 1970 )

Рассмотрим линейную дифференциальную операцию п го порядка

*[>]= + - •+ Pn (*) y (*) (O s£ :r < l) 1.1 )

с коэффициентами /ц е 1(0, l ) t вообще говоря, комилекснымн. Обобщен ¬

ная граничная задача определяется «размазанными» граничными условия¬

ми вида
n— s 1

ииу ]э2 (°) + Ŝ (*) ( х ) = О (V == 1 , 2 п ) . -
ц.=о и

В настоящей заметке мы исследуем систему собственных и присоеди¬

ненных функций (с. н п .ф . ) оператора L в пространстве С " ~ J [0, 1], по¬
рождаемого операцией ( 1 ) при условиях (2) . Первая работа к зтим
направлении принадлежит Я. Д. Тамаркину ( ’ ) , который рассмотрел слу ¬

чай , когда граничные условия, регулярные и смысле Ьнркгофа { ( \ !)
стр. 66, 67) , возмущены интегро-дифференциальными членами низшего
порядка . Библиография последующи! работ имеется и ( ') , сгр. 351 352.
В работе Ю, И . Любпча (; ) методами теории целых функций был ис¬

следован случай п — 1. При этом выяснилось, что полнота (а в случае не¬

полноты — величина дефекта ) системы с, н п .ф. существенно зависит от
скорости стремления о (х ) к значениям на концах.
Сформулируем соответствующий результат, полученный памп для

п > 1.
Сначала обобщим понятие регулярных граничных условии. Наряду с

(2) воспользуемся «двойственными» представлениями функционалов Uv:
п— 2 1

brv [ f/ l = 2 j**-*> (*)**(*) (V = 1, 2 «). (2*)
0 *

Пусть для функциопала U4 существует такое р . О (не обязательно
целое ) , что пределы

МА)- тч <0) - с. (*) -оД1 -Чav = Uni , р.Нт
л-ю APv

lira
Д->0 hPv

(3)

существуют и хотя бы одни из них отличен от нуля. Тогда число К —— п — р ., — 1 назовем порядком функционала L\. Заметим, что определе¬

ние чисел /л , с̂ , pv зависит только от коэффициентов а'^ в (2) и новеде-
ння функций Uv (x) на концах сегмента [0, 11 -
Пусть п нечетпо, п - 2ц — I. Положим (/ — — 1, 0)

и
ф№ = ( — 1 )"+^я - | - ф«> (m — 1 , 2 п) .
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Краевые условия (CM~i будем называть 4-регулярпыми
(f c = 0, 1, , . . ( п — 1) , если

1) U у обладает порядком кг > к — п (v = 1, 2, . . . , « ) ;
2 ) отличны от нуля числа 0# \ fii'\ определенные равенством

О=-1, 0)
0^ -t- O'j)s = det (Y( ,m )r, m=„ (4)

з<?е
Oi exp (i <p^k i ) ( 1 — 1 ) ,

у , г „= a, exp ( i <pV>ki ) + sfo exp ( i^gk, ) ( m = p) ,

P i *x p M^t ) ( p -f l <m < n).

Аналогично вводится понятие /t -регулярности для четного п, п ~ 2р.
Именно в этом случае нужно положить

q#?+I = — ч£? = ( — 1У 2гя/я (г = 0, 1, р)

и
1[>ОЧ = {— 1 )"*Мя+ q]£B ( rn = 1 , 2, . . . . П).

Требопаппе 1 ) сохраняется в неизменном виде, а 2) заменяется требова¬

нием, чтобы были отличны от пуля числа б-], 6<f . определенные равенст¬

вом (/ = — 1, 0)
в^-1 + 6<л+ 0<Д= det (5)

где
' а, ехр ( г‘(р<Л*,) (1 < лг< р — 1 ),

а, охр (1ф^&г ) -f л-Р; exp (m - p),
V ,frt

_ * « < exp ) 4* S-1 P< exp (i^Aj) (я» = p -f 1),
(

PJ exp (ii^fej) (p + 2<m < n) ,

Теорема 1. Система собственных и присоединенных функций опера¬
тора L, порождаемого дифференциальной операцией ( 1 ) и к-регулярными
обобщенными краевыми условиями, полна в его области определения в
смысле С"-метрики.
Наметим идею доказательства теоремы . Образуем характеристический

детерминант Д (X) граничной задачи Ьу= Ку:
Л(л) = det (С/у[у,. (л:, Я, )]) ,

где {.Vi, (яг. 0) фундаментальная система решений уравнения /[у]
= /.у , отвечающая единичной матрице начальных условий.
Если функционал Г в пространстве С* аннулирует все с, и п.ф. опера¬

тора L. то частные
<?, ( /. ) = AJ(A) / ( (7 = 1, 2 п ) (6)

являются целыми функциями от А. Здесь Д , (Х) получается яз А (Л) заме-
пой 7-й строки вектором ?.) ]}^=1- Задача сводится к доказательст ¬

ву того, что Qj( n ) — константы. Это удается сделать, используя, во-пер¬

вых . известную асимптотику решений уравнения /[у] 4- р"у — 0 ( ( а ) ,
стр. 58, 59) и, во-вторых, оценку снизу для преобразования Лапласа
U,[ etxJ на некоторых лучах, вытекающую пз условий (3).
С л е д с т в и е. При возмущении классических регулярных условий

функционалами вида
Л— 1 Р
2 5 yit} ( х ) (я).
i— о а
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где О <Г ft <Г {5 <! 1 , система с , и п.ф , остается полной в области определе¬
ния оператора, а смысле Сп~'-метрики. В частности , полнота имеет место а
многоточечных граничных задачах, для которых условия, получаемые
вычеркиванием членов, относящихся к внутренним точкам, регулярны.
При отказе* от ограничений к , > к — п система с . и п .ф., вообще гово¬

ря, перестает быть полной, как показывает соответствующий пример.
Б общем случае использованный нами метод дает оценку дефекта систе¬

мы * с. и п.ф . в пространстве СЛ .
Т с о р о пт а 2. Если система граничных условий такова , что числа

0^, 6^ (/ = — 11 О) , определенные равенствами (4) . или соответ¬

ственно 0-x* 0i?1 (/ — — 1, 0) из (5) отличны пт нуля, то дефект системы
с. и п.ф. оператора L в пространстве Ск не превышает числа **

афЦЭД .
Рассмотрим теперь вопрос о разложении в ряд по с, и п.ф. оператора L.
Пусть

I

= + (0< /,<»- 1 ), (7)
о

где F*[y] является линейной комбинацией значении р (т ) п се производ¬

ных до порядка U — 1 включительно в точках хи х2 , . . . , х ,ч (0 — х , <!
< < - .. < х„=1) II

.V
Щ, ( х ) =- ^ {а^ \ х у, — х l^agn (aru — х)} + а, (х ) , (8)

Ц<=!

где 0 ^ pv < 1 , | ai 1
'11 -г : а'*> \ф0 и производная порядка р < (в смыс¬

ле Римана — Лнувн.тля ) от л,. (т) абсолютно непрерывна. При ру ~ 0 ус¬

ловимся понимать (8) в смысле
о., ( х ) = f t , y ( x ) — /*,, ( 1 — г) + а,( х ) ,

где /i ,„(т) — ^ «1'л\ /a.v (.г) — ^ п ®* (®) абсолютно непрерывна .
*ц.<* 1— . .!<*

Заметим, что в случае pvФ 0

-щу- с, ( х ) = (7РД„) ( х ) - ( IpJ,,.) (1 — х ) -Ь ( / рJ} ,) (я),

где Ь, (г) абсолютно непрерывна и „ обозначает оператор интегрирова ¬
ния порядка ру. '8A;> A-V = L. — pv назовем п о р я д к о м функционала
L\. Систему граничных условий (7 ) будем называть р е г у л я р н о й, ес ¬

ли отличны от нуля числа 0^ и 0^ и 0^), определенные
равенством (4) (соответственно (б ) ) , где произведены замены av на
У (— l ) (v и на dr' lV ) (v — I, 2, . , . , и ) . Отметим, что регулярные условия
в теперешнем смысле заведомо (п — 1)-регулярны п прежнем смысле, и,
согласно теореме 1, система с. и п.ф, иолиа,

Теорема 3. Каждая функция f ( x ) из области определения операто¬
ра , порождаемого дифференциальной операцией ( 1) и регулярными гра¬

ничными условиями (7 ) разлагается в ряд по собственным и присоединен¬

ным функциям , сходящийся в смысле Сп~' -метрики , по крайней мере , при
некоторой группировке его членов , общей для всех f ( x ) .

с и с т е м ы Е в п р о с т р а н с т в е б* называется размерность
подпространства функционалов в С’*, аннулирующих все элементы ми Е .

** [А] — целая часть числа к .
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Дли доказательства теоремы мы исйпедуеы асимптотику характеристи¬

ческого детерминанта Д (Л) , лосле чего применяем классический метод
Ьлркгофа — Таыаркина ( 1

_:) . Г1рк этом важно, что для функционалов
рила (7 ) можно вывести асимптотику преобразований Лапласа t/vjV*] во
ясен z-плоскости.

R заключение автор выражает глубокую благодарность проф, Ю, И , Лю¬

бичу, под руководством которого была выполнена эта работа.
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