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Дли системы обыкновенных дифференциальных уравнений *
dx/ dt = еЛ'{ф , х ) , dq/ dt = а) ( tp, х ) (1)

посредством усреднения на конечном интервале времени ( J ) вводится
усреднение по временя с «переменным периодом » ( зволющюппая систе ¬

ма (S) ) я дается обоснование единых аналитических решений, охваты¬

вающих переход вращательного движения в апериодическое, что соот¬

ветствует изменению периода до бесконечности. Одной из преодо.тевае
мых в ходе доказательств трудностей является невыполнение условия
Липшица для правых частей (1 ) при переходе решения (1) в апериоди¬

ческое.
( 1) 5 0 малый параметр, t — время, х, X — н-мерпые векторы,

Ф, а) — скаляры; причем **
А'(ф, г ) = Аг, (ф, х) ы (ф, х ) -1- А, (х) , (2)

где ш, А,, А'., А определены и ограничены константами в области
Q{t > 0. |ф| > 0, геЙс £„};

|<*>|, |XiJ , |Arj| s5 m, |Aj ^ m { i + m ) = Ш , (3)
ii со, Xi — периодичны по ф с периодом 2л.

При г = 0 из ( 1 ) получаем Невозмущенную систему
£Йр / dt = н) (ф, х), х = const. (4)

Пусть sign га = const при хеЗ!, тогда решение (4) можно интер¬

претировать как некое вращательное движение, где ф - угол поворота,
угловая скорость вращения, период обращении но времени

Т (х ) = \ dtp/и (ф, х) (х constS®)- (б)

Здесь Т —* <х при sup|м| — > 0, ю — 0 положение равновесия систе¬

мы (4).
Усредним первое уравнение {1) по времени на конечном итервала

[0, £*] , где t' cx i l fe. Затем воспользуемся (2) и вторым уравнением ( 1) .
Полагая ф = ф* при t — t\ получим изолированную от второго уравне¬

ния *** систему
(* «*

§- -£ ^ *(ф (0, I) dt = \ А'х (ф, 1 ) d<? +5 Ц ) _ eA0 ( I ) , (6)
О '?*

* В системе ( 1) Ф не является быстро вращающейся фазой ( * *) ввиду зависи¬
мости < от ф,

** Н виду ( 1 ) , ( 2 ) легко привести, например, (" ) , уравнения плоского возмущен¬

ного движения твердого тела около центра масс.

*** Кеда иерейти к медленной переменной ср - cq во втором уравнении ( 1 ) , то
оно примет вил первого уравнения {1 ) с X t — 1. А'-г = О и, следовательно, для наго
будут справедлив,! результаты вида {6) — ( 9 ) п др.
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где интегрирование идет при Z, = const rm £, входящему п ф, 8 BB> ф;
1(0) =*(0) ,

Выразим Г , ф* через параметры вращательного движения невозму¬

щенной системы (4) :
Г = та ) Лгх 1 / et Г = 2я [ ( N - Д ) + А] + ф„ ( 7)

где Г(|) период (5) обращения до времени в невыпущенном движе¬
нии, /V соответствующее число оборотов . ( .V — Л ) — целое число обо¬

ротов , А < L
Подставлен ( 7 ) а ( 6 ) и пренебрегая членами сс ег, приходим к урав¬

нениям первого приближении (эволюционным )

-~ \ Х\(ц>,1) + еХ-э (|) =5) , 1 (0 ) =*(0). (8)

При ш -+ 0 а ( 1 ) . (2) или Г — *- со ц (8) точные уравнения ( 1 ) , (2) и
эволюционные ( 8 ) стремятся к одним и тем же соотношениям соответ¬

ственно
* dxldt = eX5 (i ) , d\ j di = eXa ( $) ( <p = const) , ( 9 )

Это вместе с теоремами ! . 2 о близости * x? е. решений ( 1 ) и ( 8 ) на ко¬

нечных интервалах fx 1 / е означает, что уравнения ( 8 ) позволяют про-
сл t*литв вращательное движение г. переходом в апериодическое п системе
( 1 ) вплоть до г. окрестноети точки ы — - 0.

Т е о р ем а I , а ) Пусть в ( 1 ) функции вь Х 1 щ Xh X непрерывно диф¬

ференцируемы по х и для области Q существует константа X (и X —
= 2т) ) такая, что

|*>/*?| , |dXJdx | т | dXt / dx| . ( | /AF| < l) ; (10)
б ) Пусть решения (0) , (8) определетш и лежат в области Ю шесте

со своей р-пкрестнастьнк
Тогда для разности решений ( I ) , (6 ) или ( 1 ) , (8) на интервале

0 I L I s будет справедлива оценка вида

К гМ (2 &хрв&- I ) , /.< у In — Д + . (И )

11 р им 0 4 а и и с. Для приложений важен случай За» / сХгсчэ 1 / <в , тог¬

да при о> х е в области (} нельзя указать единую, ие зависящую от е кон¬

станту Липшица , ограничивающую дХ дх . 15 связи с атим справедлива
Т е о р ем а 2, Пусть для системы ( I ) выполнены условии теоремы I

со следующим видоизменением неравенств ( 10) в области Q :

\dXj6xU \d X j d x\ С X, (12)
|до> / дх | ^ К при (и х. 1 , |бш ! дх \ х: 1 е при ы — г . ( 1 2 )

//о ес-ш значения о»х- 1 .чоауг ло^Зв/кжпвягься в течение g х 1 £ + то пе¬

реходу от величин со X: 1 до шх е соответствует изменение ф х 1 «

Гозйа Злд разности решений ( I ) , (6) или ( 1 ) т (8} на интервалах
0 I L / г будет справедлива оценка вида ( 1 1 ) .

* Напомним, что в общем случаи усреднения на конечном е териале ( у ) (то же
относится к усреднению на бесконечном интервале, стр. 332 ) но удается уста¬

новить явной зависимости ни -решиости ураднення от величини Q.

Заметим также, что, разделив первое уравнение ( 1 ) почленно па. второе , полу ¬

чим уравнение в стандартной форме для метода усреднения f"3) ; dx f =
= сХ (ф, г) / £й (фр х ) = gx ( q>, *) , где т ) . согласно ; 1 3 |. усредняется но пе¬
риоду ф, равному 2л. и результат усреднения (с *постоянным периодом .* ) пригоден
едали от е-онрествести ш = 0, так как .V ( q>, х ) со 1 / с при ш х 5 {нарушении усло¬

вий теорем { 1 , 7, ь ) о погрешности усреднения
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 1 п 2, Аналогично ( 7 ) введем функ ¬

цию г( ^ ) посредством соотношеипя
6(0-*(0 - eX ( t , x ) + ег (( ),|(0) =1(0), г(0) = 0, (13)

где х. f {гашении (1 ) , ( fi ) соответственно, а периодическая ио ф функция
t Ф ф

X ( /, ф) — ^ [ А; (ф{(), х) — Х° { x )\ dt - ^ Лг, (ф, x ) d<$ — ^ х) d<P
П Фй т,

(14)
образуется интегрированием при х - const не t, входящему в <р, разности
правых частей (1) , (6). Здесь в силу (7 ) t / f* = N f N*, и при целых -V, Лг’
выражение (14 ) аннулируется. Для (14) при нецелых N. N’ и дал ( fi )
легко получить оценки

|Л'|^ 4лт, |дХ /дх \С 4лл, j X” |^ Ш , J дХ*/дх| L (15)
ÿ;8правой части (8) Лт* — целое число, N — любое, поэтому оценки (15)
и все последующие рассуждения проходят не только для (6), но и для ( 8) .

Пользуясь ( 1 ) , (2) , ( fi ) , (13) , приходим к интегральному уравнению
типа Волктерра для r ( t ) :

I

^{Е [ t> Y {f , х )!дх ) X ( t , X ) 4- Ха ( £) -Xе{*)}<*(, (16)
'I
0

Ряд последовательных приближений Пикара для решения (16) :

Г = Г { — 2 — r„-i) , Г, = ^ {е [ 0Х 1дх\ X + Х °( х — sX ) -Х° (х)}dt ,
t i — 4 О

(17)

Гп — rn-i = ^{Xй (х — еХ + егп_
!) — X й (X — е X + ег„_г)}dt.

о
Опеппм члепы ряда (17) с помощью неравенства (3) , (10) , (15).

|r,|^ еШ/ |rn — rn_
t|^ ( e%t ) nM / n\, (18)

откуда
|г| ^ M ( expzXt — 1) , М= 4лт (2 + 3m) / (1 + 2т). (10)

На основании (13) , (15) , (18) , (19) приходим к первому неравенству
( I I ) п . ограничивая его правую часть числом р, выполним условие б) тео ¬

ремы I я установим второе неравенство (11) , что завершает доказатель-
ство теоремы L

Доказательство теоремы 2 отличается изменением оценки для г,:
в разности X( ( s) — Х“ (х ) все члены, для которых на интервале ф тс. I не
выполняется условие Липшица, будут et c.. Присоединение их к г, зкенва-
лентно некоторому увеличению константы Д/ в неравенствах ( 13) , ( UI )
без изменения остальных рассуждений.

С л е д с т в и е, Пусть производные по g от правых частей * усреднен¬
ных систем (б) г*,ш (8) ограничены а области Q, а вопрос об ограничен¬

ности производной по х от правых частей (1) , (2 ) остается открытым,
тогда на интервалах f c o l / e решение (16) будет ограниченным, и для
|х — ;!, где ^ — решение (6) или (8) , будет иметь место оценка вида
(11) . Очевидно, для ограниченности производной по g от правой части (6)
достаточно выполнения неравенств (12) , а для (8) этого недостаточно.

Нс. примере нелинейного возмущенного движения маятника
Ф + а (т ) э1нф= в[в, (т ) /, ( D) — щ (т)Ыф)ф] ( r = et ) (20)

покажем, как легко упрощаются и интегрируются эволюционные уравне¬

нии вида (8) вне е-окрестности о> = П. Здесь точкой вверху обозначено
* Ячеек и ниже и аналогичных формулировка.! подразумевается правая часть

т‘\ и;;Ной ' л.ш усредненной) СИСТОМЫ, отнесенияи К с, Г. С. -Y < rj\ х ) , -VI Г . .Yr, u ;>

и т. п.
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дифференцирование по t , функции * /Дф ) , /2 (ф) периодические по ф
с периодом 2.x Для (20) ненозмущенпаи ( e =0t т= const) система спор¬

ным интегралом
Ф + я sin ф = 0, ш2 + 4а sin3 ф = 2Е = const (т — ф, 1|? = <p / 2) (21)

имеет положении равновесии ш = D = О ( центр) , A9 = 6, F л (седло) .
При Е !>; 2& в (21) sign ш = const (режим вращения) , где угловая

скорости и период обращения определяются формулами

* - f& - «W. 'т -]тп=ёзгг - «*>
0

При Е= 2а в ( 22) 7'= oot а интеграл (21) определяет уравнение сепа¬

ратрисы на фазовой плоскости (м, ф) .
В возмущенном (с > 0) движении (20) Е переменная величина ,

связанная с ф, ©, т соотношениями ( 21) , пользупет» которыми, преобра ¬

зуем (20) к виду ( 1 ) , (2) :
$ — !D) ( — ( Яа. (ф ) + а* / (2дяЕ) ) &Г + ?агЕ / ал <р= ш, (23)

где ** штрихом вверху обозначено дифференцирование по т.
Для описания вращательного с переходом н апериодический реяшм

п системе ( 2-3) имеем „шилкщшшныу уравнении алда (8)
а*к = тк 5 i^(т}“ Й!|>^ 1 fo И1? + дт - $ 2л

Г {т) ’ ( 24)
о

решение которых при Т со стремится к соотношениям
2ft / £ = const = 1, ф = const , (24/ )

При 2а /Е - I (при и> е) на ( 24) получаем легко решаемые
j. 7^

i" - - 4у 45 <̂Ф) - a*/, ( ср> ] d tp, ф _ УЖ ( 25)
i

Плели интегрирования (25) вычисляются w, 7 по формулам (22) .
Относительно быстрое достижение значений ewe обеспечивает для

(23) выполнение условий теоремы 2 и расширение области пригодности
решения (25) и сторону малых со. Этому способствует также то, что реше ¬

ние (24) зависит лишь от «медленного* времени т, изменяющегося в узких
пределах , и что параметр 2а ! Е входит в правые части (24 ) под знаком
интегралов.

Из (25) следует: если f t = 0 (нет асимметрии) * а среднее значение /й
положительное, то Е будет убывающей функцией ft и вращательное дви ¬

жение с течением времени перейдет в колебательное пли апериодическое.
Тсс.иг среднее значение f t отлично от нуля, то л системе (25) возможно
возникновение п̂рекращающегося вращения с пара * тающей величиной
sup |ш U
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* При движении тела в плоскости около центра масс / , соответствует асиммет
[ \i:u н распределении масс в сил . /а — наличию вязкого цемпфпрот ш я

Для правых частей (23) нельзя указать единую, не зависящую от i константу
Липшица при м счз е , так как п силу (22 ) да* / дЕсщ 1 / ш, При /s = и для правой
части первого уравнения (23) существует единая константа Липшица, так как
dup / оЕ гч, ш.
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