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Рассматривается вопрос о существовании периодических по t решений
краевых задач для некоторых нелинейных гиперболических уравнений.

Введен некоторые обозначения. Пусть а — целочисленный неотрица¬

тельный лгультштдскс и ^ eR, Положим s = {£a| [а|^ т}, Пусть
£2 ограниченная область на пространства К’1 с достаточно гладкой гра ¬
ницей Г , Всюду в отой заметке F ( x , J ) (х ^ 12 ) есть вещественная функ¬
ция, которая удовлетворяет всем предположениям, содержащимся в усло¬

вии (F),

Усл о в и е (F) . Пусть функция У{я,|) является четной относитель¬

но1я однородной по е порядка р Z> \ при всех х £ £2, так что
Р { х ,щня|'-у **,а

для любого 0 <= II к при всех хе £1и £ = {|а| |и| т) .
Пусть функция F (т, £) определяет по формуле

f (к) — ^ F ( х , Dnu (х)) dx, (1)
ь

где D? = ( Э / дх , )*' • * (5 / dxn ) an , ]а|^ т, ие Н'РИ ( £2 ) , функционал
/ ( и ) над пространством С. Л, Соболева l r p m ( £2 ) ( ' ) такой, что / (к ) при¬

надлежит классу С 1 и является слабо полунепрерывным с,низу, т. е. пз
слабой сходимости u a — v и при я-̂ оо в HV"(Q) следует, что

1ц» /К) > / (и ).
U— «Чйр

Отметим, что «алгебраические» условия иа функцию F { x, £) t из которых
следует это предположение относительно функционала / (и ), можно найти
и работах

Сведем дифференциальный оператор
Р { ил ди / dt, .. . , д'и / d t ) ,

который удовлетворяет всем предположениям, содержащимся н усло¬

вии (1‘).
Усл о в и е (Р). Пусть Р ( у , y t, . , , , yt ) есть вещественная непрерыв¬

ная функция на R +|.
Пусть Р ( у , у и . . . . Pi ) есть нечетная п однородная цорндка у. — 1 :> О

функция, так что
Р ( *-У , t y i Яу .) — |л [ к

_
1 sign h- P ( y, y u , . . , у .)

для любого ле R к при всех ( у , у , .... , у )е R
Пусть при заданном числе р > 1 и при любом р > О существует не¬

тривиальное (ненулевое) периодическое (с периодом 7> = ЗГ ( р ) ) вещест ¬

венное решение и еС'(/) (/ — { — 00, 4-°° ) ) обыкнонеиного дифферен¬

циального уравнения
P ( v, dv }dt d‘v I d t ) -j- ц|ц|p

_
* ?ign v = 0. (2 )
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Пусть оператор P ( u, d u f d t д'и / д? ) определен на пространстве
С ( 1: ИУ" (Й ) ) ( р > 1) вещественных функций »(JC, t ) и пусть значения
итого оператора принадлежат пространству С ( ]\ ( Q ) ) , где р' —— рИр — !)

Пусть число к > 1, определяющее порядок однородности, удовлетво¬

ряет неравенству п р > и (и — t r i p ) ,

Предположим теперь относительно функции F( x, с ) , удовлетворяющей
условию (F ). что выполнены также псе предположения, содержащиеся
в следующем условии.

У с л о в и е 1, Пусть при заданном числе й > 1 таком, что п р>
> и (п- шр) , функционал f ( u ) , определенный формулой ( 1) . является
положительным (/{и ) >- 0) па множестве

с,={и .а lV“ (Q) 15 !« (л:)|» d x = 1}.
и

Пусть множество
( х 1 ] {п ЕЕ Й j> (Q) | f {и ) ^ с х + 1},

где с\= i »f {/(в)|а 6=С») . является ограниченным в пространстве
HV (fl).

Используя теоремы нложення С . Л , Соболева ( ) , можно получить
«алгебраические» условия ял функцию F ( x , £ ) , пд которых следует усло¬

вие 1.
Рассмотрим теперь следующую краевую задачу:

Р (и , du/dt, dlufdtl ) 2 ( Flf { x , ГРи ) — 0, (3)
Ia(<m

Z?"n|s^0 при |ы|< m — 1. {4)
Здесь F,,{л, D'ti ) = dF ( x, FFu ) / d ( Dau ) ( |a \ . |у| ^ m) и S=T X /, где
/ = (— ®, +00.) .

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия (F), ( Р ) и условие 1.
Тогда существует нетривиальное (ненулевое) периодическое по t реше¬

ние задачи (3) — (4), принадлежащее прост ранетв у С: ( 1\ FFp ( £2 ) ) ,

Для доказательства этой теоремы достаточно заметить, что искомое ре¬

шение ii ( лг, / ) можно представить в виде
К (т, О = v (i ) * w( x )

п для нахождения (ненулевой) функции wе И+|К (£2) прпмннпть теорию
собственных функций квазилинейных эллиптических задач (*-4 ).

З а м е ч а л и с. В случае щл =̂ = р достаточно предположить, что прп не¬

котором и — р„ >• 0 существует нетривиальное периодическое по t (с пе¬
риодом Гп ) вещественное решение (из класса С ! ( 1 ) ) обыкновеппого диф ¬

ференциального уравнения (2 ).
Тогда в этом случае прп выполнении всех остальных предположений,

содержащихся п условиях теоремы 1, существует нетривиальное периоди¬

ческое по t (е периодом 7"0 ) решение и ^ С; ( / ; fFpm (£2 ) ) задачи (3) — (4).
Введем теперь вещественную функцию // (х, р ) , где я «= £2 п р ~

= {рД m — 1}, которая удовлетворяет всем предгшложен1тям. содер¬

жащимся в условии (Н ),
У с л о в и е (Н). Пусть вещественная функция // (.г, р ) является чет

ной относительно р и однородной по р порядка <7 > 1 при всех х^ £2, так
что

Л ( х , Лр ) =|/.] , Я(г, р )

для любого /, E R H при в с е х хе П п р = {р ? | | т — 1}.
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Пусть функция Н {х. т|) определяется по формуле
A (u) = ^ /7 (г, D*ii (ж)) dx ([ р |^ т — 1), (5)

и
где Belf/ fQ), функционал А (и ) иад пространством С. Л. Соболева
Т^У"(£2) (р 2> 1) такой, что А(ц ) принадлежит классу С\ является слабо
непрерывным функционалом над пространством И7,,’4 ( £2 ) д единица нрп-
ттлдлежит области значений итого функционала.
Обозначим через В {и ) производную А'(и) функционала А (и)

(в^ rtV(Q) ) t т. е.
В (и ) £ (— 1)'«D*Ub(x, Dbu), (6)

где Н? ( х ,D*u ) — ОН (х . D^u ) ' d (Dht) ( ) р |, J fi|^ m — i ).
У с л о в и е (FIT), Пусть A (u) ecTj> функционал, определенный фор¬

мулой (5), и которой функция Н удовлетворяет условию (Н).
, Пусть функционал /(и), определенный формулой (1), в которой функ¬

ция F удовлетворяет условию (F), является положительным ( /(« ) > 0)
на множестве Qt= {uеHv"(£2 ) |k (и) =I), н пусть множество М,=
- (и е lV„ra (£2) ] А (и) = 1, /(и) ^ d +1}, где fi=inf {/(и) |не (2,}. яв
ляется ограниченным в пространстве И7

**(£2).
Введем линейные дифференциальные операторы L, п Lz вида

£л- 2-£?. £.».= 2‘У*-e 01 г -в ог

г вещественными постоянными (из R) коэффициентами a,,. а,,..,,а, и
А 0) ht,. ..,b!s соответственно.
Предположим, что отпосптсльдо операторов Li и Lz выполнено усло¬

вие (L) .
У с л о в и е (L). Пусть при заданных числах q Г> 1 обыкно¬

венное дифференциальное уравнение относительно у= у (*)L,( signL,y ) + p |!/ | ”'1 sign у= О
при любом р 1> 0 имеет нетривиальное (ненулевое) периодическое (с пе¬

риодом 71= 7,(р) ) вещественное решение y ( t ) из класса C’' ( f ) с
| L,y | 11 ! sign L,tj из классаС1 (1) .
Рассмотрим теперь следующую краевую задачу:

Л (и)=0, (7)
JD*»|S=0 при |«[^ т — 1, (8)

где А (к) = {— 1)(“1 DaFa(x, Dyu ) н дифференциальный опера-
ji|Ctrt

тор В определен формулой (б). Здесь функции F и II удовлетворяют усло¬

виям (F) и (Н) соответственно.
Задача (7) ~ (S) рассматривается в классе V вещественных функций

ц=ц (л:, () (are £2, (е /),
у -- {и \* <=с1' (1; (Q)), В (£l )еch ( /; («))},

г д е р' = pf ( р — 1) и р> 1.
Т е о р ема 2, Пусть выполнены условия (F), (II), (FH) и усло¬

вие (L).
Тогда существует нетривиальное (ненулевое) периодическое по t ре¬

шение шдачи (7) — (8), принадлежащее классу V.
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Доказательство этой теоремы ааалогич&о доказательству теоремы 1 .
Пример. Рассмотри« следующую краевую задачу:

(• -О» £ 4C'fl вЧгГ*А«? •*•) +
SPf-i 4 1

-f- (-l ) s D*\\ D*U ai®n J>“ It) = 0;
JftJ— m (9)

£>"u |s = 0 npn — i, (i0)
Здесь p !> 1, q >1,0 ^ к<Z W и Up О q[xj — f m — fc )p].

Если p #= q ( prq !> 1) , то для любого заданного У' > 0 существует не ¬

тривиальное (ненулевое) периодическое по 1 с Периодом Т вещественное
решение a- ( x, t ) задачи (9) — (10) такое, что 85! (/; ?

s р- (|
Если р — q (р, 1} !> 1) , т о существует поелвдовательность {7\} ( У* Д> 0)

с Тк — i - 0 при к->- оо такая, что для каждого 7* существует нетривиальное
периодическое но I с периодом Гл решение задачи (9) — (10) , принадлежа¬
щее указанному классу.
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