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Пусть G — локально бикомпактная топологическая группа. Ее двойст ¬

венным пространством G пазылается множество классов эквивалентности
неприводимых унитарных представлений G , снабженное естественной то¬

пологией *. Известно, что если, группа G бикомпактна, то ее двойственное
пространство дискретно. Хорошо известно также, что в классе коммутатив ¬

ных локально бикомпактных jpyuu бикомпактные и дискретные |руипы
являются двойственными друг другу : это утверждение является частью
теоремы двойственности Л. С. ГТонтрягнна.

Если группа G некоммутативна, то ее двойственное пространство G но
имеет естественной групповой структуры, но, оказывается, и терминах то ¬

пологического пространства G можно получить критерий бикомпактпости
группы G ,

Т е о р е м а 1. Пусть G — локально бикомпактная группа с дискретным
двойственным пространством G.

Тогда G бикомпактна.
При доказательстве теоремы 1 используется
Т е о р е м а 2. Пусть G — вполне несвязная сепарабельная локально

бикомпактная группа. Пусть существует унитарное представление л груп¬

пы G с дискретным носителем ** , опредсмющее точное представление
Ll ( G ).

Тогда G бикомпактна.
Не останавливаясь на доказательстве этих утверждений, воспользуем¬

ся результатом теоремы 2 и покажем, что в сепарабельном случае теорема 1
может быть улучшена.

Т е о р е м а 3. Пусть G — сепарабельная локально бикомпактная груп ¬

па с дискретным носителем регулярного представления.
Тогда G бикомпактна.
Д о к а з а т е л ь с т в о, Пусть G» — компонента единицы группы

Тогда G{ G, вполне несвязна. Согласно ( а ) , теорема 16. G / G „ содержит
бикомпактную открытую подгруппу П . Пусть Н — полный прообраз R
в G. Тогда // — открытая подгруппа в G ц Н / Оа ~ П . Пусть\Q, : : ре ¬

гулярные представления групп G н Я соответственно, Gr , II г — носители
этих представлений.

* Определим операцию алмыкания (ср. Если я — унитарное представле¬
ние (1 в комплексном гильбертовой прострлястве I I , назовем диагональным яленек-
том представления я функцию на С вида (л If )!;,|) , где|<= //, II|Я = 1. Если
реС, .?сЬ, то скажем, что р принадлежит аямыканкю S , если любой диагональ¬
ный элемент р есть равномерный предел на любом бикомпакте диагональных элс-
иектов представлений, придаллежащих S .

** Носителем представления л называется наименьшее аамкпутое множество R
и двойственном пространстве такое , что любой диагональный элемент л является
равномерным пределом на любой бикомпакте выпуклых комбинаций диагональных
элементов представлений ,рс К .
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I. Hr па б о л е е ч ем с ч е т н о. Пусть ре /7 г. Представление 0“
группы G, индуцированное представленном р группы Н , имеет носитель,
содержащийся в носителе регулярного представления группы G (ввиду не¬

прерывности операции индуцирования, см. ( * ) ) . Тан как носитель Ьг ре¬

гулярного представления G дискретен но предположению, то, согласно ( 'К
п*8.6.8, представление U р разлагается в прямую сумму представлений,
кратных неприводимым представлениям л е Gr , С другой стороны, соглас¬
но (d ) , сужение Г/Р|н разлагается в счетную прямую сумму представлений
группы Я, каждое из которых индуцировано сужением представления р*

группы х~1Их па Н [\ х 'Н х (р1 действует но формуле: р‘(Л ) = p ( xhx~% ) ,
h <= х~1Нх ) для некоторого х е= G.Но Я П х~ 1Нх открыта для любого г еч С,

т. е, Я П х~Ч1х^ Он. Так как II f G<, бикомпактна, то индекс Н П х~'Нх в Я
и в х~*Нх копечеп. Тогда (ем. (*) ) сужение неприводимого предел,тденпя
р1 uu Я П х~1Нх разлагается в конечную прямую сумму неприводимых
представлений pL группы Я П ^"1Ях, и представление группы Я, индуциро¬
ванное каждым Ц(т разлагается в конечную прямую сумму неприводимых
представлений группы Н. Отсюда следует, что каждое из представлении л
группы (?, участвующих в разложении представлений Яр, р е= Я„ содер ¬

жится в G, тг имеет сужеппс на подгруппу Я, разложимое в прямую сумму
пепрнводимых представлений Я , Напомним теперь, что ввпду сепарабель¬

ности G все представления зеб действуют в сепарабельных пространст¬

вах и G (тем более С?,) удовлетворяет второй аксиоме счетности (см. ( ^ ) ) ,

Следовательно, Gr пс более чем счетно. Ввиду непрерывности операции
сужения представлений на подгруппу (см. ( т ) }, сужение каждого it : пред¬

ставлений ле <5г на Я имеет носитель, содержащийся в Яг, поэтому мно¬

жество представлений vе Яг, входящих прямым слагаемым в разложение
сужешшя л|н для какого -либо л еСГ! не более чем счетно. Но Я открыта,
поэтому Ь' с>\ н содержит р прямым слагаемым (1г ) . Следовательно, любое
р Я , входит прямым слагаемым в сужение я|л для некоторого я е G ,.
Утверждение I доказано.

Таи как есть компонента единицы Я н Я ,' G„ jss П бикомпактна, то
Я проактивно-лпена ( в ). Пусть N — бикомпактный нормальный делитель
в Я, по которому фактор-группа является группой Ли,

II , Сне бол е е ч ем с ч е т н о. Так как .V бикомпактна , то единич¬

ное представление группы Лг лежит н носителе регулярного представления.
Следовательност, по ( * ) , представление группы Я, индуцированное единич¬

ным представлением Лг, имеет носитель, содержащийся п Яг. Отождествим
представления группы Я / J V с представлениями Я, тривиальными па N,
Тогда , как легко проверить, можно рассматривать L как замкнутое подмно-
жество Я, а представление группы Я, индуцированное единичным пред¬
ставлением группы :V, отождествляется с регулярным пределпалением
L — H / N. Следовательно, с:Яг, поэтому Lr не более чем счетно. Ут¬

верждение II доказано.
Пусть L,-, — компонента единицы L. Так как Z, 0 открыта в L. то ее пол¬

ный прообраз Я„ в Я т а кж е открыт . Но H ,, ZDG . поэтому образ Я, в Я / G»
открыт. Так как Я / G -, бикомпактна, то индекс Я0 / Ge в Я / G, конечен,
т. с. индекс Ь„ в Т. конечен.

I I I. (Я) ) , не б о л е е ч ем с ч е т н о. Из непрерывности операций еу
женин п индуцирования ( *, ’ ) получаем, что ( ввиду конечности L / см.

/Ч

О ) любое представление ре (£ р) , индуцирует представление V° группы
L, являющееся конечной прямой суммой неприводимых представлений

сужение каждого из этих те L, на подгруппу L . есть конечная
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прямая сумма представлений v = f . Н а к о н е ц . 1' j и содержит р прямым
Л

слагаемым. Следовательно, { Lt ) т нс более чем счетно н III доказало .

i- .i — связная группа Лл. Согласно теорема Леви — Мальцева {9 ) . £„ со¬

держит замкнутую разрешимую подгруппу Я такую, что Т — Ы / R — по ¬

лупростая группа Л а .
IV . "C => б о л е е ч ем с ч е т н о. Так как единичное представление

г р у ппы R содержится я носителе регулярного представления ( ( 9 ) , 18.119) ,
то достаточно повторить рассуждение в II,

V. Т б ик омп ак т н а. Утверждение сразу следует из описания ненри-
ппД[тм 1,[ \ унитарных лредотгшлений некомпактной НОлун ростоЙ группы Ли
класса 0 относительно максимальной компактной подгруппы л меры План-

шереля на множестве таких представлений (см . напр, ( и ) , ( м ) ) : Т . в не¬

компактном случае имеет мощность континуума .

VI. La — { L:) T . Следует из V л (*) , 18.3.9.
Напомним , что НР - полный прообраз Ьв в II — открыт. Таким образом ,

Н — открыто-замкнутая подгруппа G, образ которой ss G / G0 бикомпактен.
А А

VIJ. Н0 = (Ли) г. La = На / У , где N биномпактен . Пусть г — канонпчв-
ское отображение Н . на L ., . Если F ( s‘ ) — непрерывная финитная функция
на HJN такая, что | (F * F* ) (J') 1 |!е на бикомпактном множестве

то , полагая / (a) — F( T (S) ) , !еЯ(| получаем непрерывную
финитную функцию па Нв такую, что f (s) — 1 ; < е на ч

_ , (Ст) . Тогда
утверждение VTT следует из ( я ) , f 8,3.6 .

А-ч А\

VIII. G* =? (Go ) т. Так как G 0 — замкнутая подгруппа (и даже нормаль¬

ный делитель ) в Z/s и единичное представление груггйы Н „ содержится в
носителе регулярного представления, то , ввиду непрерывности операция
сужения, единичное представление G содержится в носителе сужения ре¬

гулярного представления Н ,- на Gt. Но ото сужение кратно регулярному
V

представлению группы Gn, т . е, его носитель есть ( О , . ) ,. Поэтому ( G u ) г со -
>4 л

держит единичное представление Gt , т. е. (G*) T =̂ G0 ( ( J ) , 18.3.6}.
IX , G IG ;, б ик омп ак т н а. Согласно VIII, единичное представление

группы Gt лежит п носителе регулярного представления группы Gt , П лто
ряя рассучиденил в II , получаем, что носитель регулярного представления
группы G / Ga может быть отождествлен с замкнутым подмножеством но¬

сителя G - регулярного представления группы G , Так как регулярное пред ¬
ставлений группы G / G определяет точное представлений алгебры

L’ (G / G.: ) , a (G^/ G J ) . дискретен как подмножество G - , то группа G G
бикомпактна по теореме 2. Утверждение IX доказано .

Мы можем считать теперь , что группа // (ом . начало доказательства
теоремы 3) совналает с группой G . Тогда L= G f N — группа Ли с дис¬
кретным носителем регулярного представления.

X , ( La ) г д и с к р е т н о . Воспользуемся рассуждением в III, Так как
каждое представление р *= L- содержится прямим слагаемым лишь и ко-

AN
печном числе представлений U", л i= (Ла ) пусть Е/ ’ Г'г — то мяо-

AN
жество {л : > . л^) открыто в ( L 3 ) г (если бы одна из точек л , лежала в--V

замыкании дополнения отого множества до { L.-Л . то Е"'< разлагалось было
представлениям, не содержащим р, что невозможно) . Так как L, открыто в
L, то мери Хаара на L индуцирует меру Хаара на L _ . Отождествим V (L„)
с замкнутой подалгеброй £* (£) . Пусть f t e i,. Т. гда р изолирована в L ,
поэтому замкнута. Тогда o (J ) вполне непрерывен для любой f^L' ( L )
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(си. (’, 11) ), т. с. п для любой / G Ll ( La ) . Так как сужение вполне непре¬

рывною оператора вполне непрерывно, то л ( / ) вполне непрерывны для
всех / <= L' iLt,) и всех л, входящих в разложение сужения р|г... Поэтому
все {л(}, {л„} .замкнуты, а так как {л ( , л п} открыто, то и все
{л.;} открыты. Утверждение X доказано.

Напомним, вто ввиду VI Lt, — ( L0 ) г . Так как единичное представление
изолировано в но X и входит в разложение регулярного представления
по VI , то единичное представление входит прямым слагаемым в разложи
вне регулярного представления. Следовательно, мера всей группы L„ ко¬

нечна н /,,) бикомпактна. Тогда L бикомпактна и (ввиду бикомпактности
Л ) группа G бикомпактна. Теорема 3 доказана.

Примеры группы S упимодулярных аффинных преобразований р-оди-
чгской прямой, т. е. преобразований / -»- ы £ -(- $, где t , SE 9«, #et>
( группе единиц поля Ов ) , показывает, что существуют некомпактные
группы со счетным двойственным пространством, каждая точка которого
замкнута, а регулярное представление группы & разлагается в прямую
сумму представлений , каждое из которых изолировано в ,9.
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