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Аннотация. Разработана математическая модель исследования собственных колебаний пятислойной несимметричной 
по толщине круглой пластины при защемленном или шарнирном опертом контурах. Для нахождения собственных 
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Введение 
Из-за повсеместного использования слои-

стых конструкций в технике и промышленности, 
возникает потребность в создании расчетных 
математических моделей для определения проч-
ности конструкций.  

В последние годы в различных отраслях на-
родного хозяйства наблюдается повышенный 
интерес к применению композитных элементов 
конструкций. Это обуславливает необходимость 
разработки соответствующих математических 
моделей и методов расчета. Этой проблеме по-
священы монографии [1]–[8]. Колебания неодно-
родных цилиндрических оболочек и стержней 
при резонансных и нестационарных нагрузках 
исследованы в статьях [9]–[13].  

Изгиб трехслойных стержней в температур-
ном поле рассмотрен в работах [14]–[16]. Публика-
ции [17], [18] посвящены деформированию трех-
слойных пластин, связанных с упругим основа-
нием Пастернака. Аналитическое исследование и 

численная апробация полученных решений задач 
об изгибе трехслойных пластин различными на-
грузками приведены в [19]–[22]. 

Работы [23]–[28] посвящены разработке ма-
тематической модели и решению частных задач 
о собственных колебаниях симметричной по 
толщине круговой пятислойной пластины с лег-
кими заполнителями. Здесь предложена поста-
новка и приведено аналитическое решение зада-
чи о собственных колебаниях несимметричной 
по толщине пятислойной круговой пластины.  
 

1 Постановка начально-краевой задачи 
Рассматриваются поперечные колебания 

несимметричной по толщине круглой пятислой-
ной пластины (рисунок 1.1). Постановка началь-
но-краевой задачи осуществляется в цилиндри-
ческой системе координат, связанной со средин-
ной плоскостью внутреннего несущего слоя.  

Три тонких несущих слоя, толщины кото-
рых h1, h2, h4 (внешние (2, 4), внутренний (1)), 
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изготовлены из высокопрочного материала. Для 
них принимаются гипотезы Кирхгофа, т. е. нор-
мали в этих слоях сохраняют свою длину и ос-
таются прямолинейными и перпендикулярными 
к деформированной срединной поверхности. 
Менее прочные легкие заполнители (3, 5) имеют 
большую толщину, служат связующими для 
обеспечения совместной работы слоев. Их де-
формирование подчиняется гипотезе Тимошен-
ко, согласно которой нормаль после приложения 
нагрузки не изменяет длины, остается прямоли-
нейной, но не перпендикулярной срединной по-
верхности. Они поворачиваются на некоторые 
углы i(r, t) (i = 1, 2) относительно новой норма-
ли (относительный сдвиг). Касательные напря-
жения в легких заполнителях не велики и их ра-
бота не принимается во внимание. Деформации 
малые. Между слоями склейка, предотвращаю-
щая проскальзывание.  
 

 
 

Рисунок 1.1 – Расчетная схема пятислойной 
пластины 

 
Предполагается, что осесимметричная рас-

пределенная нагрузка q(r, t) действует на внеш-
нюю поверхность верхнего несущего слоя (2). На 
границе пластины (r = r0) могут быть приложены 

погонные силы и моменты 0 0 0
1 2, , ,r r rT H H 0 0, .rM Q  

На контуре пластины жесткая диафрагма, кото-
рая препятствует относительному сдвигу слоев 
(ψi = 0 при r = r0).  

Радиальные перемещения изменяются ли-
нейно по толщине каждого слоя, тангенциальные 
смещения в этих слоях отсутствуют (uφ

(k) = 0, 
k = 1, 2, 3, 4, 5 – номер слоя, здесь и далее) в силу 
осесимметричности нагрузки. Согласно приня-
тым гипотезам слои несжимаемые по толщине, 
следовательно, перемещения вдоль оси z для лю-
бой точки пластины совпадают с прогибом в 
срединной плоскости заполнителя:  

( ) ( , ) ( , ).k
zu r t w r t  

Прогиб пластины, относительные сдвиги в 
заполнителях и радиальное перемещение сре-
динной плоскости не зависят от угловой коорди-
наты φ, т. е. w(r, t), ψi(r, t), u(r, t). В дальнейшем 
эти функции являются искомыми.  

Согласно предположению о прямолинейно-
сти нормалей в заполнителях, в них возникают 
сдвиговые деформации: 

(5) (5)
12 , , ψ ,rz r z ru w     

(3) (3)
22ε , , ψ .rz r z ru w    

Используя интегралы от этих деформаций, 
и исходя из геометрических соображений, полу-
чим выражения для радиальных перемещений в 
слоях ur

(k) через искомые функции 
(4)
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где 5 1( ψ )u h  – смещение верхнего несущего 

слоя, вызванное деформацией заполнителя; 

3 2( ψ )u h  – смещение нижнего несущего слоя; 

запятой в нижнем индексе обозначена производ-
ная по радиальной координате. 

Деформации в слоях получим из (1.1), ис-
пользуя соотношения Коши [2]:  
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Физические уравнения состояния (1.2) соот-
ветствуют закону Гука: 

( ) ( )
α α2 ,k k

ks G э   
( ) ( )σ 3 ε ,k k

kK  

(α = r, φ; k = 1, 2,..,5); 
( ) ( )2 ,k k
rz k rzs G э  (k = 3, 5),               (1.3) 

где sα
(k), эα

(k) – девиаторы тензоров напряжений и 
деформаций; σ(k), ε(k) – гидростатическое напря-
жение и средняя деформация, Gk, Kk – модули 
сдвига и объемного деформирования. 
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Используя выражения (1.3), введем внут-

ренние силы ( )kT  и моменты ( ) ,kM  ( )k
iH  в слоях 

пластины: 
5 5
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С помощью вариационного принципа Ла-
гранжа и выражений (1.1), (1.4), получим систе-
му дифференциальных уравнений, описывающих 
колебания рассматриваемой пластины в переме-
щениях: 
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где 0M w  – инерционные силы при поперечных 

колебаниях; точка вверху обозначает производ-
ную по времени; M0 = ρ1h1 + ρ2h2 + ρ3h3+ ρ4h4 + 
+ ρ5h5; ρk – плотность материала; L2, L3 – диффе-
ренциальные операторы 
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В качестве кинематических граничных ус-
ловий в дальнейшем принимается защемление 
или шарнирное опирание контура. При защемле-
нии должны выполняться требования 

u = ψ1 = ψ2 = w = w,r = 0, при r = r0.      (1.6) 
При шарнирном опирании –  

1 2 00, при ,ru w M r r             (1.7) 

где Mr – радиальный момент, введенный в (1.4).  
В начальный момент перемещения и ско-

рость колебаний принимаются нулевыми: 
 u = ψ1 = ψ2 = w = w  = 0, при t = 0.      (1.8) 

 
2 Решение краевой задачи  
Положив в (1.5) нагрузку q = 0, получим 

систему уравнений, описывающую собственные 
колебания пластины. С помощью простых пре-
образований и последующего двукратного ин-
тегрирования первых трех уравнений эта система 
приводится к виду 
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В начале координат перемещения u, ψ1, ψ2 
ограничены по величине, поэтому необходимо 
положить C2 = C4 = C6 = 0.   

Для удовлетворения четвертому уравнению 
системы (2.1) прогиб принимается в виде 

( , ) ( )( cos( ) sin( )),w r t v r A t B t           (2.2) 

где v(r) – неизвестная функция; ω – частота соб-
ственных колебаний; A и B – константы, сле-
дующие из начальных условий.  

После подстановки прогиба (2.2) в (2.3) по-
лучим дифференциальное уравнение четвертого 
порядка для нахождения функции v(r):  
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4
3L ( , ) β 0,rv v                        (2.3) 

или 

4
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где 4 4 2β ω .M  

Решение уравнения (2.4) следующее  
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(β ) (β ),

v r C J r C I r

C Y r C K r

  

 
           (2.4) 

где J0, Y0, I0, K0 – разновидности функций Бессе-
ля; C7, ..., C10 – константы интегрирования.  

Исходя из ограниченности радиального пе-
ремещения и относительных сдвигов в центре 
пластины, в (2.4) следует положить C9 = C10 = 0, 
т. к. функции Y0(βr) и K0(βr) неограниченны в 
начале координат. Тогда решение системы (2.1) 
представляется в виде: 

1 1( , ) , ,ru r t b w C r   

1 2 3( , ) , ,rr t b w C r    

2 3 5( , ) , ,rr t b w C r    

7 0 8 0( , ) ( (β ) (β ))

( cos( ) sin( )).

w r t C J r C I r

A t B t

  

   
         (2.5) 

При защемленном контуре пластины долж-
ны выполняться требования (1.6). Два последние 
из них приводят к однородной системе алгебраи-
ческих уравнений для определения C7, C8:  

7 0 0 8 0 0( ) ( ) 0,C J r C I r     

7 1 0 8 1 0( ) ( ) 0,C J r C I r                 (2.6) 

где J1, I1 – функции Бесселя первого порядка.  
Для существования ненулевых решений у систе-
мы (2.6) должен быть нулевой детерминант: 

1 0 0 0 0 0 1 0(β ) (β ) (β ) (β ) 0.I r J r I r J r        (2.7) 

Это трансцендентное уравнение служит для 
определения собственных чисел пластины с за-
щемленным контуром. 

При шарнирном опирании пластины и на-
личии на контуре жесткой диафрагмы, при  
r = r0, должны выполняться условия (1.7). Следо-
вательно,  

1 2 00 при ,u w r r        

0

5
( )

1
k

k
r r

k h r r

M zdz




                  (2.8) 
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Аналогичное уравнение для определения 
собственных чисел пластины с шарнирно опер-
тым контуром следует из двух последних требо-
ваний (2.8): 

1 0 11
0 0 10 0 0 1 0

0 0

( )
( ) ( ) ( )

I r a
J r a I r I r

r r

  
        

   
(2.9) 

1 0 11
0 0 10 0 0 1 0

0 0

( )
( ) ( ) ( ) 0,

J r a
I r a J r J r

r r

  
         

   
 

где коэффициенты 
10 9 2 1 5 2 7 3

11 90 2 1 5 2 7 3

,

.

a a a b a b a b

a a a b a b a b

   

   
 

После вычисления собственных чисел βn  
(n = 0, 1, 2, …) из уравнений (2.7) и (2.9), частоты 
собственных колебаний следуют из соотноше-

ния, введенного в (2.3) 2 4 4ω =β .M  

 
3 Численные результаты 
Параметры собственных колебаний иссле-

дованы для пластины единичного радиуса, со-
ставленной из материалов ДТ16-Т–фторопласт-
4-ДТ16-Т–фторопласт-4–Д16-Т. Геометрические 
размеры слоев, отнесенные к радиусу r0, следую-
щие: h1 = 0,01, h2 = h4 = 0,015, h3 = h5 = 0,025.  
В таблице 3.1 приведены отношения собствен-
ных чисел βn при защемленном и при шарнирно 
опертом контурах пластины.  

 
Таблица 3.1 – Собственные числа пяти-

слойной пластины 
 

Номер
n 

βn 
заделка / 
шарнир 

Номер 
n 

βn 
заделка / 
шарнир 

0 3,196 / 3,165 8 28,279 / 28,063
1 6,306 / 6,248 9 31,378 / 31,186
2 9,439 / 9,354 10 34,561 / 34,311
3 12,577 / 12,466 11 37,702 / 37,436
4 15,716 / 15,582 12 40,844 / 40,562
5 18,857 / 18,700 13 43,985 / 43,690
6 21,997 / 21,819 14 47,126 / 46,817
7 25,138 / 24,940   

 
Собственные числа при шарнирном опира-

нии несколько меньше. Они отличаются, как 
правило, по второй значащей цифре.  

В таблице 3.2 приведены отношения собст-
венных частот колебаний n при защемленном и 
при шарнирно опертом контурах пластины. 

Здесь, как и у собственных чисел, частоты 
колебаний при шарнирном опирании несколько 
ниже, что объясняется меньшей жесткостью кон-
струкций. 

На рисунке 3.1 показано изменение собст-
венных чисел β0 и соответствующих собствен-
ных частот ω0 в зависимости от толщины внут-
реннего несущего слоя при шарнирном опирании 
(1, 2) и при защемлении контура (1’, 2’). 
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Интересно отметить, что у шарнирно опертой 
пластины жесткость увеличивается вместе с h1, 
что приводит к росту частот, в то время как соб-
ственные числа уменьшаются. 

 
Таблица 3.2 – Собственные частоты пяти-

слойной пластины 
 

Номер 
n 

ωn 
заделка /  
шарнир 

Номер 
n 

ωn 
заделка /  
шарнир 

0 223,129 / 
218,821 

8 17469,090 / 
17203,246 

1 868,661 / 
852,755 

9 21507,638 / 
21245,235 

2 1946,230 / 
1911,336 

10 26092,446 / 
25716,3284 

3 3455,384 / 
3394,661 

11 31050,670 / 
30614,070 

4 5395,432 / 
5303,818 

12 36441,709 / 
35940,236 

5 7767,610 / 
7638,805 

13 42262,131 / 
41697,142 

6 10569,857 / 
10399,486 

14 48513,584 / 
47879,473 

7 13803,958 / 
13587,361 

  

 

 
 

Рисунок 3.1. – Зависимость собственных чисел 
(частот) пятислойной пластины от толщины 

внутреннего несущего слоя:  
1 – β0 (шарнир), 2 – ω0 (шарнир),  
1’ – β0 (заделка), 2’ – ω0 (заделка) 
 

На рисунке 3.2 показана аналогичная зави-
симость собственных чисел (частот) пятислой-
ной пластины при других материалах пакета: для 
несущих слоев – титан, для заполнителей – пе-
нополиуретан. Здесь наблюдается подобный эф-
фект: с ростом h1 растут частоты, собственные 
числа убывают.  

 

 

 
 

Рисунок 3.2. – Изменение собственных чисел и 
частот при росте толщины внутреннего несущего 

слоя: 1 – β0 (шарнир), 2 – ω0 (шарнир), 
1’ – β0 (заделка), 2’ – ω0 (заделка) 

 
Заключение 
Предложенная постановка задачи и полу-

ченное общее решение уравнений свободных 
колебаний позволяют исследовать собственные 
числа и частоты круговой несимметричной по 
толщине пятислойной пластины в зависимости 
от материалов слоев и их размеров.  
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