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Введение  
В современном мире сложно представить 

отрасли промышленности, где не нашлось бы 
применение трехслойных конструкций, так, на-
пример, в строительстве широкое распростране-
ние получили сэндвич панели, в авиастроении 
трехслойные конструкции используются в каче-
стве покрытия самолетов и космических аппара-
тов, в судостроении – покрытия бортов. Трех-
слойные конструкции позволяют достичь суще-
ственного снижения массы и повышения жестко-
сти. Постепенно повышаются и требования по 
прочности и весу, чтобы сделать использование 
таких конструкций ещё более эффективным. В 
связи с этим возникает необходимость разработ-
ки новых и уточнения уже существующих мето-
дов их расчета. 

В монографиях [1]–[3] приведены различ-
ные кинематические и математические модели 
деформирования трехслойных инженерных 

конструкций. В публикациях [4]–[8] рассмотрено 
поведение слоистых конструкций при воздейст-
вии на них температуры. Деформирование круг-
лых пластин при воздействии на них нейтронно-
го потока представлено в работах [9]–[10]. В [11] 
проведен анализ напряженного состояния в 
слоистом теле при взаимодействии цилиндриче-
ского индентора с упругим покрытием. В рабо-
тах [12]–[14] исследовано динамическое воздей-
ствие на неоднородные элементы конструкций. 
Здесь выполнена постановка и решение задачи о 
деформировании упругопластической прямо-
угольной трехслойной пластины со сжимаемым 
заполнителем в терморадиационном поле. 
 

1 Постановка краевой задачи 
Рассматривается несимметричная по толщи-

не трехслойная прямоугольная пластина, состоя-
щая из двух несущих слоев и сжимаемого запол-
нителя. Постановка задачи дается в прямоугольной 
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Рисунок 1.1 – Расчетная схема пластины 
 
системе координат, где ось х проходит вдоль сре-
динной плоскости заполнителя (рисунок 1.1). 

Для изотропных несущих слоев приняты 
гипотезы Кирхгофа. В жестком заполнителе 
справедливы точные соотношения теории упру-
гости с линейной аппроксимацией перемещений 
его точек от поперечной координаты z . На гра-
ницах контакта используются условия непре-
рывности перемещений. Материалы несущих 
слоев несжимаемы в поперечном и продольном 
направлении, в заполнителе учитывается обжа-
тие. Деформации малые.  

 
2 Решение краевой задачи  
Упругопластическая пластина находится в 

температурном поле ( )kT z  (k – номер слоя) и 

облучается нейтронным потоком I t   (  – 

интенсивность потока в нейтрон/с, t – время). 
Допустим, что в начальный момент времени на 
трехслойную пластину со сжимаемым заполни-
телем, находящуюся в естественном состоянии, 
начинают действовать внешние распределенные 
нагрузки ( ),q x  ( ).xp x  

В слоях используем физические уравнения 
состояния, соответствующие теории малых уп-
ругопластических деформаций: 

    ( ) ( ) ( ) ( )2 1 , , ,k k k k
ij k k u k ijs G T T I э    

( ) ( )
03 ( )( )k k

k k k kK T T BI       
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Уравнения равновесия термоупругопласти-
ческой пластины были получены ранее в [7]. От-
личием является то, что здесь функция пластич-
ности зависит не только от интенсивности де-
формаций и температуры, но также и от величи-
ны нейтронного потока ( ) ( )( , , ).k k

u kT I   Ее при 
( ) ( )

т ( , )k k
u kT I    следует положить равной нулю. 

Интегральный нейтронный поток в пределах 
малых доз облучения приводит к увеличению 
радиационного упрочнения материала и росту 
предела текучести. Радиационное увеличение 
объемной деформации учитывается величиной 
ВI, где B – константа. 

Исходя из соотношений (2.1) выделим в 
тензоре напряжений упругие (с индексом «0») и 
нелинейные (с индексом «») слагаемые, кото-
рые будут включать и терморадиационные до-
бавки: 
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Проведем подобную (2.2) операцию с внут-
ренними усилиями, получим 

– в несущих слоях 
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Обобщенные усилия также разбиваются на 
линейные и нелинейные слагаемые. Система 
уравнений равновесия в обобщенных усилиях и 
силовые граничные условия приводятся к виду, 
совпадающему с [7], только входящие в них до-
полнительные составляющие (с индексом «») 
вычисляются через напряжения и деформации по 
формулам (2.3), учитывающими и нейтронный 
поток. Подставив в уравнения равновесия в 
обобщенных усилиях выражения линейных и 
нелинейных составляющих внутренних усилий 
через искомые функции 1 ,xu  1 ,yu  2 ,xu  2 ,yu  1,w  

2w  получим систему нелинейных дифференци-

альных уравнений равновесия в перемещениях, 
описывающую изгиб упругопластической пла-
стины в терморадиационном поле. Система 

уравнений в итерационном виде выглядит сле-
дующим образом 
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где n – номер приближения.  
Дополнительные нагрузки с индексом «» 

включают все нелинейные и терморадиационные 
добавки 
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    (2.5) 

Обобщенные усилия в (2.5) зависят от внутрен-
них усилий и выражаются следующим образом 
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В дополнительных нагрузках (2.5) на пер-
вом шаге приближения нелинейные слагаемые 
принимаются равными нулю, а в дальнейшем 
вычисляются по результатам предыдущей итера-
ции. Первым приближением будет служить ана-
литическое решение задачи упругости. 

Применение метода упругих решений по-
зволяет на каждом шаге приближения сводить 
задачу об упругопластическом изгибе рассмат-
риваемой трехслойной пластины со сжимаемым 
заполнителем в терморадиационном поле к соот-
ветствующей задаче теории упругости с допол-
нительными нагрузками. 

В качестве граничных условий примем ки-
нематические условия свободного опирания пла-
стины на неподвижные в пространстве жесткие 
опоры. Искомое решение можно представить в 
тригонометрических рядах. Также в тригономет-
рические ряды разлагается поперечная нагрузка 
и дополнительные усилия. Подставляя их в урав-
нения равновесия, получим для вычисления ис-
комых амплитуд перемещений 1 ,n

xpmU  2 ,n
xpmU  

1 ,n
ypmU  2 ,n

ypmU  1 ,n
pmW  2

n
pmW  систему линейных ал-

гебраических уравнений. Отличие здесь в нели-
нейных добавках, которые и учитывают влияние 
нейтронного облучения: 

1 1 2 2 11 1 12 2
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n n n n
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n n n
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bU b U b U b U
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4 1 7 2 17 1 20 2

1
9 1 10 2 .

n n n n
xpm xpm ypm ypm

n n n
pm pm pm

b U b U b U b U

b W b W g 


   

  
 

Коэффициенты ib  выражаются через вели-

чины ia  и зависят от параметров p и m. 

 
Заключение 
Полученное в работе аналитическое решение 

позволяет исследовать деформирование физически 
нелинейных трехслойных прямоугольных пластин 
при действии терморадиационных нагрузок. 



А.С. Мельникова 
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