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Предисловие 
 

Характерной особенностью современного этапа образования                   
и развития производства следует считать резкое повышение требований 
к квалификации работников производства, управления и образования. 
Содержание образовательного процесса в вузах достаточно жестко опре-
деляется государственными образовательными стандартами высшего 
профессионального образования, которые предусматривают выпуск кон-
курентоспособных на рынке труда специалистов.  Последние должны 
формировать у себя прочные теоретические  и практические навыки са-
мообразования, что возможно в современных условиях только при нали-
чии должного уровня информационной культуры. 

Изучение специального курса «Численные методы линейной                       
алгебры» предусмотрено учебным планом подготовки специалистов 
специальности 1-31 03 03–02 «Прикладная математика (научно-
педагогическая деятельность)». Данный курс должен облегчить изу-
чение теоретического материала, а также способствовать приобрете-
нию практических навыков в области вычислительной математики. 

Издание направлено на формирование теоретической и практиче-
ской углубленной подготовки студентов в области применения чис-
ленных методов. Изучение курса базируется на дисциплинах: «Вы-
числительные методы алгебры», «Методы программирования и ин-
форматика». 

В практическом руководстве рассматриваются вопросы решения 
систем алгебраических уравнений прямыми и итерационными мето-
дами и вычисления собственных значений и собственных функций. 
Приводятся примеры, поясняющие теоретический материал. 

Практическое руководство может быть использовано преподава-
телями при проведении практических занятий и студентами в их           
самостоятельной работе над предметом. 
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Тема 1. Решение систем линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ) 
 

1.1 Прямые методы решения СЛАУ 
  

1.1.1 Классификация методов решения алгебраических 
уравнений. 

1.1.2 Методы последовательного исключения неизвестных. 
1.1.3 Вычисление обратных матриц и определителей. 

 

1.1.1 Классификация методов решения алгебраических 
уравнений 

К системам линейных алгебраических уравнений приводятся многие 
задачи численого анализа. Из курса высшей алгебры известно, что 
существуют различные способы решения линейных систем, однако ещё 
и сейчас трудно указать способы, наиболее эффективные с точки зрения 
быстроты получения решения с достаточной степенью точности, а при 
использовании ЭВМ – при требовании минимального объема памяти. 
Известное правило Крамера в этом смысле не выгодно, так как требует 
достаточно большого числа арифметических действий (порядка !2nn  
умножений и делений, где n -порядок системы). Следовательно, для 
решения больших систем необходимо выбрать другой способ 
вычисления неизвестных и сделать его менее троудоемким. 

Используемые практические методы решения систем линейных 
алгебраических уравнений подразделяют на две группы: 

1) точные методы;  2) итерационные методы. 
Точные методы характеризуются тем, что для любых систем 

позволяют найти точные значения неизвестных после конечного числа 
арифметических операций, каждая из которых выполняется точно. 

Чаще всего эти методы реализируются в два этапа. На первом 
этапе преобразуют систему к одному из простых видов. На втором 
решают упрощенную систему и получают значения неизвестных.  

Итерационные методы характеризуются тем, что точное решение 
получают в них в результате бесконечного процесса приближений. 

Особое место среди них занимают вероятностные методы. Отметим, 
что классы задач, для решения которых обычно применяются методы 
вышеуказанных групп, можно условно назвать классами задач с малым, 
средним, большим числом неизвестных. 
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В настоящее время точные методы целесообразно применять, когда 
порядок системы 310≤n , и итерационные, если 610≤n . 

 

1.1.2 Методы последовательного исключения 
неизвестных 

Рассмотрим задачу решения систем уравнений  
fAx = , 

где [ ]ijaA =  – матрица размерности mm× , 0det ≠A ,  
T

mmm aaf ),...,( 1,1,1 ++= . 

Метод решения задачи относится к классу точных, если в предпо-
ложении отсутствия округления он дает точное решение задачи после 
конечного числа арифметических и логических операций. Для полно-
стью заполненной матрицы системы при использовании точных методов 
требуемое число операций имеет порядок 3m . Поэтому необходимо, 
чтобы такой порядок числа операций был приемлем для данной ЭВМ. 
Другие ограничения определяются структурой и объемом памяти ЭВМ. 
Наиболее известными из точных методов решения СЛАУ являются ме-
тоды Гаусса. 

 
1.1.2.1 Метод Гаусса с ведущим элементом 
Рассмотрим схему исключения неизвестных с ведущим элементом. 

Полагая, что в системе уравнений 011 ≠a  первое уравнение системы 
 

∑
=

+=
m

j
mijij axa

1
1, ,  mi ,1= ,      (1.1) 

 

делим на коэффициент 11a , в результате чего получаем уравнение 

∑
=

+=+
m

j
mijij axax

2

)1(
1,

)1(
1 , 

где (1)

11

ij
ij

a
a

a
=  и , 1(1)

, 1
11

, ( 1)i m
i m

a
a i

a
+

+ = = . 

Затем из каждого из остальных уравнений вычитается первое 
уравнение, умноженное на соответствующий коэффициент 1ia .                                 
В результате эти уравнения преобразуются к виду: 
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∑
=

+=
m

j
mijij axa

2

)1(
1,

)1( ,  mi ,2= , 

где (1) (1)
1 1ij ij i ja a a a= − и (1) (1)

, 1 , 1 1 1i m i m i ja a a a+ += − . 

Первое неизвестное 1x  оказалось исключенным из всех осталь-
ных уравнений, кроме первого. В результате мы получили систему, 
эквивалентную системе (1.1). 

Далее предположим, что 0)1(
22 ≠a . Разделим второе уравнение на ко-

эффициент )1(
22a  и исключаем неизвестное 2x  из всех уравнений, начиная 

с третьего и т. д. В результате последовательного исключения неизвест-
ных система уравнений (1.1) преобразуется к треугольному виду. 

∑
+=

+=+
m

ij

i
mij

i
iji axax

1

)(
1,

)( , mi ,1= .     (1.2) 

В более подробной записи система (1.2) примет вид: 














=
=++
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1,
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,11
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1,2

)2(
23

)2(
232

)1(
1,1

)1(
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)1(
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....
..........................................................

....
....

m
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m
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m
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Приведение системы (1.1) к виду (1.2) называют прямым ходом 
метода Гаусса, а нахождение 11,...,, xxx mm −  из системы (1.2) – обрат-
ным ходом этого метода: 

1,1,,
1

)()(
1,

)(
1, −=−== ∑

+=
++ mixaaxax

m

ij
j

i
ij

i
mii

m
mmm . 

Изложенный метод Гаусса можно применять в том случае, когда 
все главные миноры матрицы отличны от нуля. 

 
1.1.2.2 Метод Гаусса с выбором главного элемента 
Его отличие от описанной выше схемы метода Гаусса состоит в 

следующем. Пусть по ходу исключения неизвестных получена систе-
ма уравнений: 

∑
+=

+=+
m

ij

i
mij

i
iji axax

1

)(
1,

)( ,   ki ,1= ,  
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∑
+=

+=
m

kj

k
mij

k
ij axa

1

)(
1,

)( ,   mki ,1+= . 

Найдем такое l , что  
)(
,1

)(
,1 max k

jkj

k
lk aa ++ = . 

Элемент с номером l  в строке называется главным элементом, то есть 
максимальным по модулю в строке. Далее переобозначим 

11 , ++ == kllk xxxx . Затем произведем исключение неизвестной 1+kx  из 
всех уравнений, начиная с 2+k . Такое преобразование приводит к изме-
нению порядка исключения неизвестных и существенно уменьшает чув-
ствительность решения к операциям округления при вычислении. 
 

1.1.2.3 Метод квадратного корня 
Пусть дана система уравнений  

fAx = ,       (1.3) 

где [ ]ijaA =  – матрица размерности nn * , 0det ≠A , T
nxxx ),...,( 1= , 

T
nnnn aaaf ),...,,( 1,1,21,1 +++= . 

Метод квадратного корня основан на разложении матрицы на 
произведение двух треугольных (нижних и верхних). Чтобы это раз-
ложение было единственным, исходная матрица должна быть невы-
рожденной, а на главных диагоналях треугольных матриц должны 
быть заданы условия на коэффициенты.  

Теорема 1.1. Всякую квадратную матрицу A, имеющую отлич-
ные от нуля главные диагональные миноры 

0det,...,0,0
2221

1211
2111 ≠=∆≠=∆≠=∆ A

aa
aa

a n , 

можно представить в виде произведения двух треугольных матриц 
различных структур (нижней и верхней), причем это разложение бу-
дет единственным, если заранее зафиксировать диагональные элемен-
ты одной из треугольных матриц (например, положить их равными 1). 

В методе квадратного корня считаем матрицу A эрмитовой, то 
есть совпадающей со своей с комплексно сопряженной транспониро-
ванной матрицей AA =* . Представим её в виде 

DSSA *= ,        (1.4) 
где S – верхняя треугольная матрица,  
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=

33

2322

131211

00
0

S
SS
SSS

S , 

)(*
jisS =  – сопряженная к ней, D  – диагональная матрица: 

),...,,( 2211 nnddddiagD = . 

Чтобы получить разложение (1.4), обозначим )( ijsS = , )( ijiidD δ= . Та-
ким образом, чтобы найти элементы матриц D  и S  в (1.4), нужно пере-
множить матрицы *S , D  и S  и приравнять соответствующие элементы 
матриц A и DSS * . Учитывая сказанное, имеем 

( ) ∑∑
==

===
n

k
kjkkkiijijii

n

k
kjikij sdsDSSsdsdDS

1

*

1
)(, , 

где черта означает комплексное сопряжение. Равенство (1.4) теперь 
принимает вид: 

ij

n

k
kjkkki asds =∑

=1
.      (1.5) 

Эту систему уравнений можно решать рекуррентно. Так как S – верх-
няя треугольная матрица, то 0=kis , при ik >  и 0=iks , при ik < . Сле-
довательно, 

1

1 1 1
1

1

.

n i n

ki kk kj ki kj kk ii ij ii ki kj kk
k k k i

i

ki kj kk ii ij ii ij
k

s d s s s d s s d s s d

s s d s s d a

−

= = = +

−

=

= + + =

= + =

∑ ∑ ∑

∑
 

Так как матрица A эрмитова, то достаточно произвести сравнение 
элементов, стоящих на главной диагонали и справа от нее. 

При ji =  имеем 

∑
−

=
−=

1

1

22 i

k
kkkiiiiiii dsads . 

Выбирая 
1

2

1

i

ii ii ki kk
k

d sign a s d
−

=

 
= − 

 
∑ ,     (1.6) 

находим 

∑
−

=
−=

1

1

2i

k
kkkiiiii dsas .     (1.7) 
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При ji <  получаем 

iiii

i

k
kkkjkiij

ij ds

dssa
s

∑
−

=
−

=

1

1 .           (1.8) 

Если матрица A – вещественная и ее главные миноры положитель-
ны, то ED ≡  (единичная матрица) и формулы (1.6)–(1.8) записываются                  
в виде: 

njsas
s
a

sas
j

k
kjjjjj

j
j ,...,3,2,,,

1

1

2

11

1
11111 =−=== ∑

−

=
, 

ii

i

k
kjkiij

ij s

ssa
s

∑
−

=
−

=

1

1 ,   ji < . 

 Нужно заметить, что при действительных ija  могут получиться 
чисто мнимые значения ijs . Но так как вычисления с чисто мнимыми 
значениями нисколько не труднее, чем с действительными, то это не 
вызовет дополнительных трудностей. Если, кроме того, матрица A 
положительно определенная, то мнимых величин вообще не будет. 

Итак, формулы (1.6)–(1.8) дают возможность находить элементы 
матриц *S , D  и S . Теперь решение уравнения (1.3) сводится к после-
довательному решению двух треугольных систем 

fDyS =*  и ySx = .       (1.9) 

Решая их, получаем 

nk
ds

dysf
y

ds
fy

kkkk

k

i
iiiikk

k ,2,,

1

1

1111

1
1 =

−
==

∑
−

=    (1.10) 

и 

1,1,, 1 −=
−

==
∑
+= nk

s

xsy
x

s
yx

kk

n

ki
ikik

k
nn

n
n .    (1.11) 

Замечание. Если полученное первое решение исходной системы 1x  
сильно искажено погрешностью при вычислении, то поступаем следую-
щим образом. Определяем вектор 11 Axff −= . Очевидно, что погреш-
ность 11 xxr −=  удовлетворяет системе уравнений  

111 fAxAxAr =−= .      (1.12) 
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Решаем систему 11 fAr =  в условиях реальных округлений, по-
лучаем приближение )1(r  к 1r и, следовательно, )1(12 rxx += . Если 
точность нового приближения неудовлетворительная, то повторяем 
эту операцию. Поскольку погрешности округлений обычно малы, то 

ff <<1 , тогда 11 xr <<  и, по-видимому, решение последней системы 
определяется существенно меньшей абсолютной погрешностью, чем 
решение системы (1.3). 

Таким образом, применение описанного приема приводит к по-
вышенной точности приближенных решений точных методов. 

 
1.1.2.4 Схема Халецкого 
Пусть дана система уравнений (1.3). Представим матрицу A                       

в виде произведения двух треугольных матриц  
 

BCA = ,       (1.13) 
 

где 
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соответствен-но, нижняя треугольная матрица и верхняя треугольная 
матрица с единичной диагональю. 

Для определения коэффициентов матриц B  и C  достаточно пе-
ремножить их в буквенном виде, а результат произведения поэле-
ментно сравнивать с элементами матрицы A. Тогда элементы ijb  и ijc  
определяются по формулам:  

1,1

1

11
≥≥







−=

=

∑
−

=

jicbab

ab
j

k
kjikijij

ii
     (1.14) 

и  
1

1
11

1

1

, 1
1

j
j

i

ij ii ik kj
kii

a
c

b
i j

c a b c
b

−

=


=

 < <
  = −   

∑
.   (1.15) 

Отсюда искомый вектор x  вычисляется из матричных уравнений  
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fBy =  и yCx = .      (1.16) 
 

Так как  fCxBAx
y
==  и матрицы B  и C  являются треугольными, то 

системы из (1.16) легко решаются. Сначала надо определить значение 
вспомогательного вектора y : 

1, 1
1

11

1

, 1
1

1 , 1.

n

i

i i n ik k
kii

a
y

b

y a b y i
b

+

−

+
=


=




  = − >   
∑

        (1.17) 

Затем находим ix , как и в методе Гаусса, обратным ходом:  

1

, .

n n
n

i i ik k
k i

x y

x y c x i n
= +

=

 = − <

∑
     (1.18) 

Этот метод получил название схемы Халецкого. Очевидно, что в 
схеме Халецкого компоненты вектора iy  удобно вычислять вместе с 
коэффициентами ijc . 

Схема Халецкого отличается от компактной схемы Гаусса лишь 
тем, что в схеме Гаусса в матрице B  на главной диагонали ставятся 
единицы, а в матрице C  элементы ijc . Отметим, что если матрица A 
симметрична (то есть jiij aa = ), то коэффициент ijc  определяется как 

ji
b
b

c
ii

ij
ij <= , . 

 
1.1.2.5 Метод прогонки 

Пусть дана система  
fAx =       (1.19) 

c трёхдиагональной матрицей А 



















=
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CBA
CB

A
.........

111

00

. 

Тогда систему уравнений (1.19) можно представить в виде  
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fxBxA
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fxCxB

1

11

01000

)1,1( .   (1.20) 

Значение вектора ix  определяется из рекуррентных соотношений  
1i i i ix x += α +β  ,      (1.21) 

тогда 
1 1 1i i i ix x− − −= α +β  ,      (1.22) 

здесь iα и iβ  – прогоночные коэффициенты. 
Подставим (1.21) и (1.22) в среднее уравнение (1.20) и выполним 

преобразование: 

1 1 1 1( ) , ( 0, )i i i i i i i i i i i i i i iA B C x A A B f i n− + − −α α + α + + α β + β + β = = . 
 

Для того чтобы это равенство превратилось в тождество для лю-
бого ненулевого вектора 1+ix , достаточно выражение в скобках при-
равнять к нулю.  

1( )
i

i
i i i

C
B A −

α =
+ α

,      (1.23) 

1

1( )
i i i

i
i i i

A f
B A

−

−

β −
β = −

+ α
.       (1.24) 

 
Учитывая первое равенство системы (1.20), из формул (1.23) и (1.24) 
можем получить: 

⇒= 00A  0
0

0

.C
B

α =  , 0
0

0

.f
B

β =  

Выполняя прямую прогонку, определим по формулам (1.23) и 
(1.24) все iα  и iβ , учитывая, что 0=nC  получаем 0nα =  и, следова-
тельно, из (1.20), что n nx = β .  

Обратной прогонкой по формуле (1.21), при 1,...,1, −= nni , 
определим последовательность .,...,, 021 xxx nn −−  

Метод прогонки хорошо обусловлен, если выполняется условие, что  
 

iiiii CABCA +≥≥ , .       (1.25) 
В этом случае метод монотонной прогонки, рассмотренный нами, 

всегда даст единственное решение, так как в этом случае 1iα <  для 
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ni ,0=  и, следовательно, погрешность прогоночных коэффициентов не 
будет возрастать при прямом ходе и очевидно, что при обратном ходе 
погрешность округления будет расти меньше. Если условие (1.25) не вы-
полняется, то следует использовать немонотонную прогонку, которая яв-
ляется методом Гаусса с выбором главных элементов для трёхдиаго-
нальных матриц.  

 

1.1.3 Вычисление обратных матриц и определителей 

По определению матрица 1−A  к матрице A будет обратной, если ис-
ходную матрицу умножить слева или справа на обратную, то получим 
единичную матрицу Е: EAAAA == −− 11 . Для получения обратной мат-
рицы по схемам Гаусса следует решать систему уравнений, правая часть 
которой является единичной матрицей. 

Следовательно, если ][ ijaA = , ][1
ijxA =− , то решаем систему 

EAA =−1  или  
 
















=
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В результате решения этой системы получим столбцы матрицы 

1−A , элементы которой jix ,  будут элементами обратной матрицы. 
Вычислить определитель можно, используя известные прямые 

методы. В методе Гаусса, после выполнения прямого хода определи-
тель равен произведению диагональных элементов )(

11, k
iiaa  преобра-

зованной матрицы по схеме Гаусса: 
)1()2(

33
)1(

2211 ...det −= n
nnaaaaA . 

По схеме Халецкого, так как BCA = , то CBA det*detdet = , 
nnbbbB ...det 2211= , 1det =C , nnbbbA ...det 2211=  – произведение диаго-

нальных элементов матрицы B .  
В методе квадратного корня определитель равен квадрату диа-

гональных элементов матрицы S , a Ddet  даёт значение + или –1. Для 
положительно определенной матрицы 1det =D  и DSSA *=   

.det...detdet*detdet 22
22

2
11 DSSSSDSA nn==  
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Всё сказанное следует из того, что определитель треугольной матри-
цы равен произведению её диагональных элементов. Если BCA = , то 

111 −−− = BCА , так как в этом случае получим:  .111 ECBBCAA

E

E
== −−−



  

Вопросы для самоконтроля 
 

1 В чем заключается отличие прямых методов от итерационных? 
2 Каков смысл метода Гаусса с ведущим элементом? 
3 Каков смысл метода Гаусса с выбором главного элемента? 
4 В чем заключается метод квадратного корня? 
5 Каков смысл метода Халецкого? 
6 Какова структура метода прогонки? 
7 Зачем нужен обратный ход в методе прогонки? 
8 Как вычислить обратную матрицу приведенными методами? 
9 Как вычислить определитель приведенными методами? 
 
 
Задание 1.1.  Решить систему уравнений: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(8 ) 2 16
2 (7 ) 3 29 3 ,

3 (9 ) 28 2

k x x x k
x k x x k

x x k x k

+ + + = +

+ + + = +

+ + + = +

 

где  0,03 g nk n
g n
−

= +
+

, 

n  – номер варианта, исходя из списка по журналу,  
g – номер года. 
Задание выполнить: 
1) методом Гаусса по схеме единственного деления; 
2) методом Гаусса с выбором главного элемента по всей матрице; 
3) по схеме Халецкого; 
4) методом квадратного корня; 

       Вычислить определитель матрицы по алгоритмам п.п. 1, 3, 4. 
 

1.2 Итерационные методы решения СЛАУ 
 

1.2.1 Метод простой итерации. 
1.2.2 Метод Зейделя. 
1.2.3 Каноническая форма итерационного процесса. 
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1.2.4 Вариационные методы. 
1.2.5 Сравнение методов. 
 

Итерационные методы дают возможность найти решение системы 
как предел бесконечного вычислительного процесса, позволяющего по 
уже найденным приближениям к решению построить следующее при-
ближение. Так как приближенное решение является вектором или мат-
рицей, то итерационный процесс следует рассматривать как предел по-
следовательности векторов. 

Пусть в n -мерном векторном пространстве дана последователь-
ность векторов: 1 2( , .,.. )k k k k

nx x x x=  ( 1, 2,...)k = . 
  Вектор 1 2( , ,..., )nx x x x=  называется пределом этой последова-
тельности, если существует каждый из n  указанных пределов:  

lim , 1, , 1, 2,...k
i ik

x x i n k
→∞

= = = . 

Аналогично, если дана последовательность квадратичных мат-
риц [ ]k

k i jA a= , то матрицу [ ]i jA a=  называют пределом этой последо-
вательности, если существует 2n  пределов 
lim , , 1, , 1, 2,...k

ij ijk
a a i j n k

→∞
= = = . 

Говорят, что последовательность векторов kx сходится к вектору 
x  по норме, если норма 0k

k
x x

→∞

− → . 

Особенностью итерационных методов является их самоисправляе-
мость и простота реализации на ЭВМ. Если в точном методе ошибка в 
вычислении ведет к ошибке в результате, то в случае сходящегося итера-
ционного процесса ошибка в каком-то приближении исправляется в по-
следующих вычислениях. Для такого исправления требуется, как прави-
ло, только выполнение нескольких единообразных шагов в вычислении. 
 Сказанное относительно точных методов справедливо, если вы-
числительная ошибка ничем не компенсируется. Чтобы начать итера-
ционный процесс, надо знать начальные приближения к решению. 

Условие сходимости и скорость сходимости каждого итерацион-
ного метода (процесса) существенно зависят от свойств системы 
уравнений, то есть от свойств матрицы системы и от выбора началь-
ных приближений. 

1.2.1 Метод простой итерации 

Пусть дана система линейных алгебраических уравнений:  
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fAx =        (1.26) 
с неособенной матрицей A. 

В методе простой итерации необходимо исходную систему пред-
варительно привести к каноническому виду 

x Bx b= + .        (1.27) 
Представим матрицу A в виде: A C D= + . Тогда ( )C D x f+ =  

или 1 1x C Dx C f− −= − + , тогда 1 1,B C D b C f− −= − = , det 0C ≠ . Для 
матрицы A с диагональным преобладанием в качестве матрицы C  
следует взять матрицу из диагональных элементов [ ]iia , то есть 

[ ]iiC a= . Тогда 1B < . 

Пусть известно начальное приближение: 0 0 0 0
1 2( , ,.., )nx x x x=  к точ-

ному решению 1 2( , ,..., )nx x x x= . Все следующие приближения опре-
делим следующим образом: 

1k kx Bx b+ = + , ( 1, 2,...)k = .      (1.28) 

Если последовательность приближений сходится к некоторому 
предельному вектору *x , то он будет решением системы. Действи-
тельно, если в равенстве (1.28) перейти к пределу при k →∞ , считая, 
что *kx x→ , то в пределе получим * *x Bx b= + . 

 
1.2.1.1 Условие сходимости метода простой итерации 
Для выяснения условия сходимости последовательности ( )kx  до-

кажем ряд теорем. 
Теорема 2.1. Для того, чтобы последовательность приближений 

kx сходилась, достаточно, чтобы все собственные значения матрицы 
B  были по модулю меньше единицы,  

1iλ < ,    1,i n= .      (1.29) 
Доказательство. Найдем выражение приближения kx  через зна-

чение 0x :  
1 2 2 2

0 2 1

( ) ...

... ( ... ) .

k k k k

k k

x Bx b B Bx b b B x E B b

B x E B B B b

− − −

−

 = + = + + = + + = 
= + + + + +

 

Тогда, учитывая (1.29) и определение при 1iλ <   справедливо равен-
ство:  

2 1... ( )mE A A A E A −+ + + + = − , 
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сразу следует, что при k →∞ , 0kB →  и  
2 1( ... )kE B B B −+ + + + 1( )E B−→ − , 

откуда 1( )kx E B b x−→ − = . Теорема доказана. 
Теорема 2.2. Если требовать, чтобы последовательность kx  схо-

дилась к *x , при любом начальном векторе 0x , то условие (1.29) явля-
ется и необходимым. 

Доказательство. Пусть для всякого начального приближения 0x  
будет *kx x→ . Тогда имеем  

* * 1 * 1 * 0( ) ( ) ( ) ... ( )k k k kx x Bx b Bx b B x x B x x− −− = + − + = − = = − . 

При k →∞  разность ( * kx x− ) 0→ , поэтому последний член в цепи этих 
равенств должен стремиться к нулю, каким бы ни был вектор 
( * 0x x− ). Откуда следует, что 0kB → . Последнее будет верно тогда, 
когда верно условие (1.29). Теорема доказана. 

Применение теорем 2.1 и 2.2 возможно при известных собственных 
значениях матрицы или, по крайней мере, их границ. Определение соб-
ственных значений матрицы B  часто является непростой задачей. 

Рассмотрим достаточные признаки сходимости. 
Теорема 2.3. Для того чтобы последовательность приближений 

kx  в методе простой итерации сходилась, достаточно, чтобы какая-
либо норма матрицы B  была меньше единицы. 

Доказательство. Если 1B < ,  то согласно лемме о том, что мо-
дули собственных значений матрицы не превосходят любой из ее 
норм, то есть i Bλ <  и 1B < , то следует, что все собственные зна-
чения матрицы B  по модулю 1iλ <  и, согласно теореме 2.1, после-
довательность ( )kx сходится. 

Следствием теоремы 2.3 и равенств, определяющих норму мат-
риц, является следующая теорема. 

Теорема 2.4. Последовательность kx  в методе простой итерации 
сходится, если для матрицы B  выполняется одно из неравенств:  

1)   
1 1 1

max 1,
n

iji n j
B b

≤ ≤ =

= <∑  

2)   
2 1 1

max 1,
n

ijj n i
B b

≤ ≤ =

= <∑  

3)   
2

3
, 1

1
n

ij
i j

B b
=

= <∑ . 
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В большинстве случаев важно знать с какой скоростью kx  сходи-
лась к *x , и оценить погрешность * kx x−  замены точного решения си-
стемы *x  приближением kx . 

Теорема 2.5. Если какая–либо норма матрицы B , согласованная                   
с рассмотренной нормой вектора x , меньше единицы, то верна следую-
щая оценка погрешности приближения в методе простой итерации: 

* 0 1
1

k kkx x B x B b
B

− ≤ +
−

 .    (1.30) 

 
Доказательство:  Согласно теореме 2.1, для kx  можно записать  

0 2 1( ... )k k kx B x E B B B b−= + + + + + . 

Так как 1B < , то * 2( ...)x E B B b= + + + . Поэтому  
* 1 0( ...)k k k kx x B B b B x+− = + + −      (1.31) 

 и норма  

1* 0 0( ...) .
1

k
k k k kk B b

x x B B b B x B x
B

+− ≤ + + + = +
−

 

Часто за 0x  принимают вектор b . В этом случае оценка (1.30) упро-
щается. Подставим в (1.31) 0x b= , следовательно, получим  

1* 1
1

kkx x B b
B

+− ≤
−

 .     (1.32) 

Замечание. Если задана точность 0ε > , то используя оценку (1.32) 
1

1

kB
b

B

+

≤ ε
−

, можно определить необходимое число итерации k  для 

получения требуемой точности. Здесь за 0x  принимается вектор b . 
 

1.2.2 Метод Зейделя 

Пусть дана система алгебраических уравнений fAx =  с неосо-
бенной матрицей A. Рассмотрим сначала случай канонической фор-
мы системы для метода простой итерации  

 

x Bx b= + .       (1.33) 
В методе простой итерации следующее приближение 
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1 1 1
1( ... )k k k

nx x x+ + +=  находится по предыдущему 1( ... )k k k
nx x x=  подста-

новкой kx  в правую часть всех уравнений системы (1.33). 
Результат подстановки записывается в развернутом виде: 

1
1 11 1 12 2 13 3 1 1

1
2 21 1 22 2 23 3 2 2

1
1 1 2 2 3 3

...

...
...

...

k k k k k
n n

k k k k k
n n

k k k k k
n n n n nn n n

x b x b x b x b x
x b x b x b x b x

x b x b x b x b x

+

+

+

 = + + + + +β
 = + + + + +β


 = + + + + +β

.  (1.34) 

В этом случае опускаются две возможности улучшения                        
итераций:  

1) разумный выбор порядка уравнений для подстановок;  
2) немедленный ввод в вычисления каждого из полученных ис-

правленных значений неизвестных. 
Изменяя, если необходимо, нумерацию уравнений и неизвестных, 

будем считать, что уравнения для подстановки берутся в порядке роста 
их номеров. Для каждого шага приближения порядок для уравнений 
подстановки может быть своим, то есть перестановки уравнений и неиз-
вестные свои. Следовательно, матрица B  и свободные члены iβ  будут 
иметь соответствующие изменения. Учитывая этот факт выбора порядка 
привлечения уравнений для подстановок, можем записать итерацию в 
методе Зейделя в следующем виде: 

1
1 11 1 12 2 13 3 1 1

1 1
2 21 1 22 2 23 3 2 2

1 1 1
2 21 1 22 2 23 3 2 2

1 1 1 1
1 1 2 2 , 1 1

...
...

...
...

...

k k k k k
n n

k k k k k
n n

k k k k k
n n

k k k k k
n n n n n n nn n n

x b x b x b x b x
x b x b x b x b x
x b x b x b x b x

x b x b x b x b x

+

+ +

+ + +

+ + + +
− −

 = + + + + +β


= + + + + +β


= + + + + +β


 = + + + + +β

.  (1.35) 

После определения вектора 1kx +  устанавливаем порядок подстано-
вок в уравнения значений 1( 1, )k

ix i n+ =  и вычисляем вектор 2kx +  и т. д. 
Порядок выбора уравнения для подстановок можно построить 

исходя из принципа максимальной погрешности kε . В первую оче-
редь получаем ту составляющую решения, которая найдена менее 
точно, чтобы при нахождении решения других составляющих под-
ставлять ее в улучшенное значение. Порядок выбора уравнений мож-
но построить, используя невязки, полученные при подстановке неиз-
вестных в уравнения и вычитания этих уравнений из правой части, то 
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есть ( )f Ax− = δ  – невязка. Нумерацию уравнений системы проводят 
в порядке убывания невязок. 

Обычно используется стационарный метод Зейделя, когда при 
итерациях порядок уравнений и неизвестных не меняется. В этом 
случае матрица B  остается постоянной на всех шагах, а составляю-
щая всех приближений определяется по значениям k

ix , в соответствии 
с записанной системой (1.35). 

Разложим матрицу B  на сумму матриц D  и C : 

21

31 32

1 2 3

0 0 0 ... 0
0 0 ... 0

0 ... 0
... ... ... ... ...

... 0n n n

b
D b b

b b b

 
 
 

=  
 
 
 
 

,   

11 12 13 1

22 23 2

33 3

...
0 ...
0 0 ...
... ... ... ... ...
0 0 0 ...

n

n

n

nn

b b b b
b b b

C b b

b

 
 
 

=  
 
 
 
 

. 

Тогда равенство (1.34) можно записать в форме матричного равенства: 
1 1k k kx Dx Cx b+ += + + . 

Откуда следует, что 1( ) k kE D x Cx b+− = + . 

Так как  

21

1 2

1 0 ... 0
1 ... 0

det( ) det 1
... ... ... ...

1n n

b
E D

b b

 
 − − = =
 
 − − 

, 

то матрица E D−  имеет обратную матрицу. Тогда равенство (1.35) 
равносильно 

1 1 1( ) ( )k kx E D Cx E D b+ − −= − + − .          (1.36) 

Следовательно, стационарный метод Зейделя равносилен методу 
простой итерации, примененному к системе  

1 1( ) ( )x E D Cx E D b− −= − + − . 

Отсюда для сходимости стационарного процесса Зейделя (1.35) при 
любом векторе 0x  начального приближения необходимо и достаточно, 
чтобы все собственные значения матрицы 1( )E D C−−  были по модулю 
меньше единицы. То есть корни уравнения 1( ) 0E D C E−− − λ =  долж-
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ны быть меньше единицы. Если учесть, что 11( ) 1E D E D −−− = − = ,                
то можно написать следующие соотношения:  

1 1

1

( ) ( ) [ ( )]

( )

E D C E E D C E D

E D C D E C D E

− −

−

− − λ = − − λ − =

= − + λ − λ = + λ − λ
. 

Тогда верна теорема. 
Теорема 2.6. Для того, чтобы стационарный метод Зейделя                         

сходился при любом начальном векторе приближения 0x , необходимо 
и достаточно, чтобы все корни уравнения  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
0

... ... ... ...
...

n

n

n n nn

b b b
b b b

C D E

b b b

− λ
− λ

+ λ − λ = =

− λ

     (1.37) 

были по модулю меньше единицы. 

Лемма 2.1. Если в матрице ijA a =   , , 1,i j n= , диагональные 
элементы iia  доминируют по строкам или столбцам, то есть если 

1,

n

ij ii
j j i

a a
= ≠

<∑ , 1,i n=  или 
1,

n

ij ii
i i j

a a
= ≠

<∑ , 1,j n= , то определитель 

матрицы det 0A ≠ . 
Теорема 2.7. Для сходимости стационарного метода Зейделя 

(1.36) достаточно, чтобы выполнялось хотя бы одно из условий:  

1 1 1
max 1,

n

iji n j
B b

≤ ≤ =

= <∑       (1.38) 

2 1 1

max 1
n

ijj n i
B b

≤ ≤
=

= <∑ .      (1.39) 

Для доказательства достаточно показать, что при выполнении условий 
(1.38), (1.39) все корни уравнения (1.37) по модулю меньше единицы. 
 

1.2.3 Каноническая форма итерационного процесса 
Пусть дана система линейных алгебраических уравнений:  

Ax f= .       (1.40) 

Для ее решения выбирают начальное приближение 0x и последова-
тельно находят приближенное решение уравнения (1.40). Значение ите-
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рации 1kx +  выражается через известные предыдущие итерации 
1, , ....k kx x − , если при вычислении 1kx +  используется только одна преды-

дущая итерация kx , то итерационный метод называется одношаговым 
или двухслойным. Если же 1kx +  выражается через две итерации kx  и 

1kx − , то метод называется двухшаговым (или трехслойным). 
Будем считать, что A – линейный оператор в конечном простран-

стве H  со скалярным произведением. Любой двухслойный итераци-
онный метод можно записать в следующей канонической форме: 

1

1

k k
k

k

x x
B Ax f+

+

−
+ =

τ
, ( 0,1,2,...)k =     (1.41) 

для всех 0x H∈ с итерационными параметрами 1 2 1, , ..., k+τ τ τ , 1 0k +τ > . 
Оператор B  может зависеть от номера итерации k . Будем предпола-
гать, что B  не зависит от номера k  и имеет обратный оператор 1B− . 
Если B E=  – единичный оператор, то итерационный метод  

1

1

k k
k

k

x x
Ax f+

+

−
+ =

τ
, ( 0,1,2,...)k =      (1.42) 

для всех 0x H∈  называется явным: 1kx +  находится по явной формуле 
1 1 ( )k k k kx x Ax f+ += − τ − . В общем случае, при B E≠  метод (1.41) 

называется неявным итерационным методом. Для определения 1kx +  
надо решить уравнение 

1 1 ( )k k k k kBx Bx Ax f F+ += − τ − = , ( 0,1,2,...)k = .  (1.43) 

Очевидно, необходимо требовать, чтобы объем вычислений для 
нахождения решения 1k kBx F+ =  был меньше, чем объем вычислений 
для  прямого решения системы (1.40). 

Точность итерационного метода (1.41) характеризуется величи-
ной погрешности k kz x x= − , то есть разностью между решением 
уравнения (1.41) и точным решением x  исходной системы линейных 
алгебраических уравнений (1.40). Подставив k kx z x= +  в (1.41), при-
дем к однородному уравнению для погрешности:  

1

1

0k k
k

k

z z
B Az+

+

−
+ =

τ
, ( 0,1,2,...)k =  0 0 .z x x H= − ∈   (1.44) 

Говорят, что итерационный процесс (метод) сходится в DH , если 
lim 0k Dk

z
→∞

= , где ( , )
D

z Dz z=  и * 0D D= > . 
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Обычно задается некоторая относительная погрешность 0ε > , с 
которой надо найти приближенное решение kx , и прекращают вычис-
ления как только выполнится условие:  

1k k D
x x −− ≤ 0 D

x xε −  .     (1.45) 

Если ( )n n= ε – наименьшее из чисел,  для которых (1.45) выполня-
ется, то общее число арифметических действий, которое затрачивается 
для нахождения приближенного решения уравнения (1.40) будет 

( ) ( )nQ n qε = ε , где q  – число действий, затраченных для нахождения од-
ной итерации. Задача состоит в минимизации ( )nQ ε  путем выбора опе-
ратора B и параметров { }1k+τ . 
 

1.2.4 Вариационные методы 

1.2.4.1 Метод минимальных невязок 

Пусть дана система уравнений Ax f= . Запишем итерационный 
процесс в канонической форме:  

1

1

k k
k

k

x x
B Ax f+

+

−
+ =

τ
, ( 0,1,2,...)k =  

для всех 0x H∈ . Будем считать, что оператор * 0A A= > . Рассмотрим 
уравнение, когда B E= . В результате придем к явной схеме  

1

1

k k
k

k

x x
Ax f+

+

−
+ =

τ
, ( 0,1,2,...)k =     (1.46) 

Назовем величину k kr Ax f= −   невязкой. Тогда для невязки kr  имеем 
уравнение  

1

1

0k k
k

k

r r
Ar+

+

−
+ =

τ
,  ( 0,1,2,...)k = ,  0 0r Ax f= − .             (1.47) 

Параметр 1k+τ  будем выбирать из условия минимума невязки 1kr +  по 
норме: 

2
1 1

2 22
1 1 12 ( , ) ( ).

k k k k

k k k k k k k

r r Ar

r Ar r Ar
+ +

+ + +

= − τ =

= − τ + τ = ϕ τ
 

Продифференцируем это выражение по 1( )k+τ  и приравняем к нулю:  
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2
1 1 1( ) 2 ( , ) 2 0k k k k k kr Ar Ar+ + +ϕ τ = − τ + τ = . 

Найдем  

1 2

( , )
, 1, 2, ...k k

k

k

Ar r
k

Ar
+τ = = ,     (1.48) 

где 2 ( , )k k kAr Ar Ar= . При этом значении 1k+τ  вторая производная 

1( ) 0k+ϕ τ >  и, следовательно, достигается минимум 
1

2
1 1min

k
k kr r

+
+ +τ
= . 

Если * 0A A= >  самосопряженный оператор, то верны априорные 
оценки: 1 0k kr r+ ≤ ρ ;  

0 0
n

kAx f Ax f− < ρ − .                             (1.49) 

Причем 0
1
1
− ξ

ρ =
+ ξ

; 1

2

γ
ξ =

γ
, а 1γ  и 2γ  – точные границы спектра опера-

тора A, то есть собственные значения Sλ оператора A лежат на от-
резке [ ]1 2,γ γ . 

 Вычисления проводят до тех пор, пока 2
kr > ε . Если 2

kr < ε , 
решением системы будет вектор 1kx + , который определяется по фор-
муле: 1 1k k k kx x r+ += − τ  с нормой  2 ( , )k k kr Ar r= . 
 

1.2.4.2 Метод скорейшего спуска 

Этот метод отличается от метода минимальных невязок только 
формулой для определения 1k+τ  

1k+τ =
( , )

( , )
k k

k k

r r
Ar r

,   k kr Ax f= − , ( 0,1,2,...)k = .   (1.50) 

Эта формула может быть получена из условия минимума нормы 
1k A

z +  погрешности 1 1k kz x x+ += −  или из условия ортогональности 
невязок kr  и 1kr + . Умножая скалярно уравнение 1 1k k k kr r Ar+ += − τ  на kr , 

получим  1( , ) ( , ) 0k k k k kr r Ar r+− τ = , откуда следует формула (1.50). 
Для 1kz + справедлива оценка:  

2 2 2
1 1 0

2 2 2 2
0 1 1 0 0

( ) ( )

( ) .

k k k kA A A

n
k k k kA A A A A

z E A z E A z

E A z z z x x x x

+ +

+ +

= − τ ≤ − τ ≤

≤ − τ ≤ = − ≤ ρ −
 



 

 26 

Метод скорейшего спуска сходится в пространстве AH  с той же 
скоростью, что и метод простой итерации. 

Эти релаксационные методы основаны на принципе уменьшения 
функции ошибки. 
 

1.2.5 Сравнение методов 

Выбор в каждом отдельном случае конкретного метода решения 
СЛАУ определяется многими факторами: особенностями матрицы ко-
эффициентов системы, порядком системы, сложностью алгоритма, быст-
родействием, объемом памяти ЭВМ и т. п. 

Метод Гаусса является одним из наиболее универсальных и эффек-
тивных при решении СЛАУ. Применение его особенно целесообразно 
для линейных систем общего вида с плотно заполненной матрицей ко-
эффициентов. Реализация метода требует около 2n  ячеек оперативной 
памяти, что ограничивает порядок решаемой системы )10( 4<n . Число 
арифметических операций, выполняемых при решении методом Гаусса 
системы уравнений порядка n , в общем случае составляет примерно 3n . 

При решении систем уравнений высокого порядка )10( 4>n  с разре-
женной матрицей коэффициентов наиболее эффективно применение 
итерационных методов. У разреженных матриц большинство элементов 
равно нулю. В памяти ЭВМ хранятся только ненулевые элементы таких 
матриц, либо эти элементы вычисляются по мере необходимости по 
определенным выражениям. Метод Зейделя в отличие от метода Гаусса 
использует особенности разреженных матриц, поэтому он требует вы-
полнения меньшего количества операций (около 2n ). Кроме того, ошиб-
ки округления в итерационных методах сказываются существенно мень-
ше, чем в прямых. Метод Зейделя является самоисправляющимся, то 
есть отдельная ошибка, допущенная при вычислениях, не отражается на 
конечном результате, так как ошибочное приближение рассматривается 
как новый начальный вектор. Важным преимуществом итерационных 
методов является удобство их программной реализации.  
 
 

Вопросы для самоконтроля 
 

 1 Какова особенность итерационных методов? 
 2 Приведите вычислительную схему метода итераций. 
 3 Каковы признаки сходимости метода итераций? 
 4 В чем заключается отличие метода Зейделя от метода итераций? 
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 5 Какова каноническая форма итерационных методов? 
 6 Какие методы вы относите к релаксационным методам? 
 7 В чем заключается схема метода минимальных невязок? 
 8 Что понимается под невязкой? 
 9 Какова вычислительная схема метода скорейшего спуска? 
 

 
Задание 1.2.  Решить систему уравнений итерационными мето-

дами: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(8 ) 2 16
2 (7 ) 3 29 3 ,

3 (9 ) 28 2

k x x x k
x k x x k

x x k x k

+ + + = +

+ + + = +

+ + + = +

 

где 0,03 g nk n
g n
−

= +
+

, 

n  – номер варианта, исходя из списка по журналу,  
g – номер года. 
Задание выполнить: 
1) методом простой итерации;  
2) методом Зейделя. 
Определить условия сходимости методов. 
Получить значение решения с точностью ε = 10-3. 
Для требуемой точности ε = 10-3 определить необходимое  коли-

чество итераций “K” и вычислить его: 
1) методом минимальных невязок; 
2) методом наискорейшего спуска. 

 
 
 
 

Тема 2. Вычисление собственных значений  
и собственных векторов матрицы 

2.1 Вычисление собственных значений  
и собственных векторов матрицы 
  

2.1.1 Характеристический многочлен матрицы. 
2.1.2 Метод Крылова. 
2.1.3 Метод Данилевского. 
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2.1.1 Характеристический многочлен матрицы 

Пусть [ ]ijaA =  nji ,1, =  квадратичная матрица n-го порядка                         
с действительными коэффициентами и iλ  некоторые неизвестные 
числа. Тогда матрица ( )A E− λ  , где Е – единичная матрица n-го по-
рядка называется характеристической матрицей матрицы А. 

Характеристическую матрицу можно представить в виде: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

..

n

n

n n nn

a a a
a a a

A E

a a a

− λ 
 − λ − λ =
 
 − λ 

    (2.1) 

Определитель этой матрицы называется характеристическим 
определителем 

( ) det( ).D A Eλ = − λ      (2.2) 

В развёрнутом виде det( λ )A E−  есть многочлен n-й степени относи-
тельно λ  и имеет вид 

1
1det( ) ( 1) ... ( 1) ( )n n n n

n nA E p p P− − λ = − λ + λ + + = − λ  .  (2.3) 

Многочлен (2.3) называется характеристическим многочленом 
матрицы А, а его корни 1 2, , ..., nλ λ λ  называются собственными чис-
лами или собственными значениями матрицы А. Числа ip  называются 
коэффициентами характеристического многочлена. Собственные чис-
ла могут быть как действительными, так и комплексно-
сопряжёнными. Они характеризуются тем, что однородная система 

Ax x= λ .       (2.4) 
имеет ненулевое решение в том и только в том случае, когда λ  является 
собственным значением матрицы A. Отвечающие ему ненулевые реше-
ния системы называют собственными векторами матрицы, соответ-
ствующими значению λ . Каждому собственному значению iλ  соответ-
ствует свой собственный вектор )(iX , ),1( ni = . Для определения коорди-
нат собственного вектора составляется характеристическое уравнение 

( ) 0A E x− λ = .      (2.5) 

Так как собственный вектор ненулевой, то очевидно, что опреде-
литель det( ) 0A E− λ =   и из этого условия определяется собственное 
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значение матрицы А. Следовательно, система (2.5) имеет бесчислен-
ное множество решений и ее можно решить с точностью до постоян-
ного множителя. Решив эту систему для заданного iλ , найдём коор-
динаты собственного вектора )(iX , ),1( ni = . Собственные вектора 
можно пронормировать, то есть вынести постоянный множитель.  

Таким образом, задача отыскания собственных значений и соб-
ственных векторов матрицы сводится к отысканию коэффициентов 
характеристического уравнения, отделения его корней, к отысканию 
нетривиальных решений системы (2.4), в которой вместо λ  подстав-
лено одно из найденных собственных значений. Если для данного 
собственного значения система (2.4) имеет несколько линейно-
независимых решений, то этому собственному значению соответству-
ет несколько собственных векторов. 

Все численные методы отыскания собственных значений и соб-
ственных векторов можно разделить на две группы: 

1) прямые методы, в которых сначала находится характеристиче-
ское уравнение, решая которое находят собственные значения матри-
цы, а потом, соответствующие им собственные вектора; 
 2) итерационные методы, в которых собственные значения находят-
ся как пределы некоторых числовых последовательностей без предвари-
тельного определения коэффициентов характеристического уравнения. 
При этом, как правило, вычисляются и собственные векторы. 

Прямые методы применяются для решения полной проблемы 
собственных значений, то есть находятся все собственные значения и 
все соответствующие им собственные векторы. 

Итерационные методы чаще всего применяются к решению ча-
стичной проблемы собственных значений, то есть к отысканию одно-
го или нескольких собственных значений и отвечающих им собствен-
ных векторов. 

2.1.2 Метод Крылова 
Этот метод основан на свойстве невырожденной квадратичной 

матрицы обращать свой характеристический многочлен в нуль. Со-
гласно тождеству Гамильтона-Кели всякая квадратичная матрица яв-
ляется корнем своего характеристического многочлена, а значит, об-
ращает его в нуль. 

Пусть  
1 2

1 2( ) ( 1) ..n n n n
n nP p p p− − λ = − λ + λ + λ + +     (2.6) 

 

является характеристическим многочленом матрицы А. 
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Заменяем в равенстве (2.6) величину λ  на ][ ijaA = , получим: 
0..2

2
1

1 =++++ −− EpApApA n
nnn     (2.7) 

Возьмём произвольный нулевой вектор  



















=

)0(

)0(
2

)0(
1

)0(

...

ny

y
y

y          (2.8) 

и, умножив обе части равенства (2.7) справа на )0(y , получим: 

0.. )0()0(2
2

)0(1
1

)0( =++++ −− ypyApyApyA n
nnn .  (2.9) 

Положим 
nkyyA kk ,1,)()0( == .     (2.10) 

Тогда равенство (2.9) примет вид: 

0... )0()2(
2

)1(
1

)( =++++ −− ypypypy n
nnn .   (2.11) 

Или в развёрнутом виде придём к системе алгебраических выражений:  
( 1) ( 2) (0) ( )

1 1 2 1 1 1
( 1) ( 2) (0) ( )

1 2 2 2 2 2

( 1) ( 2) (0) ( )
1 2

...

...
...................................................

... .

n n n
n

n n n
n

n n n
n n n n n

p y p y p y y
p y p y p y y

p y p y p y y

− −

− −

− −

 + + + = −
 + + + = −


 + + + = −

      (2.12) 

Координаты начального вектора )0(y  берутся произвольно, если 
линейная система (2.11) имеет единственное решение, то её корни 

nppp ,...,, 21  являются коэффициентами характеристического много-
члена (2.6). Решение системы (2.12) может быть получено с помощью 
метода Гаусса. 

Так как из формулы (2.10) следует, что 

nkAyy kk ,1,)1()( == − ,       (2.13) 

то координаты )()(
2

)(
1 ,...,, k

n
kk yyy  вектора )(ky  последовательно вычис-

ляются по формулам: 

ni
yay

yay

n

j

n
iij

n
i

n

j
iiji

,1,....................

1

)1()(

1

)0()1(

=













=

=

∑

∑

=

−

=

     (2.14) 
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Таким образом, система (2.12) становится определенной. 
Тогда по методу Крылова коэффициенты nppp ,...,, 21  определя-

ются как решение системы (2.12) при известных коэффициентах 
(2.14) с произвольным начальным вектором )0(y . 

Замечание: Если система уравнений (2.12) не имеет решений или 
их бесконечно много, то следует взять другой начальный вектор )0(y  
и заново пересчитав )(ky  прийти к системе (2.12). 

Получить решение характеристического многочлена можно, ис-
пользуя методы решения нелинейных уравнений; сначала отделить 
корни определителя (2.6) 1 2

1 2 .. 0n n n
np p p− −λ + λ + λ + + = , а затем 

уточнить их с помощью метода хорд или касательных. 
 

2.1.2.1 Вычисление собственных векторов по методу 
Крылова 

Если известны коэффициенты nppp ,...,, 21  характеристического 
многочлена и собственные значения 1 2, , ..., nλ λ λ , то метод Крылова даёт 
возможность найти собственные векторы по следующей формуле:  

 
)0(

,1
)2(

1
)1()( ... yqyqyX in

n
i

ni
−

−− +++=  ),1( ni = .    (2.15) 
 

Здесь  )0()2()1( ,...,, yyy nn −−  – векторы, которые использовались при 
нахождении коэффициентов ip  методом Крылова, а 

jiq , ),1,1,1( ninj =−=   определяется по схеме Горнера:  

01 1,1, ji i j i jq q q p−= = λ + .     (2.15а) 

Необходимо помнить, что соответствующие собственные векторы 
)(iX  определяются по формуле (2.15) с точностью до произвольной по-

стоянной. 
 Пример. Методом Крылова развернуть характеристический мно-
гочлен матрицы 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

9 2 3 35
2 8 4 22

3 4 12 37.

x x x
x x x

x x x

+ + =
 + + =
 + + =

 

Решение. Выберем произвольный ненулевой вектор 
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(0)

1
0
0 .

y
 
 =  
 
 

 

Пользуясь формулами (2.13) nkAyy kk ,1,)1()( == −  определим коор-
динаты векторов )(ky . А именно: 

(1) (0)

9 2 3 1 9
2 8 4 0 2
3 4 12 0 3 ,

y Ay
     
     = = ⋅ =     
     
     

 

(2) (1)

9 2 3 9 94
2 8 4 2 46
3 4 12 3 71 ,

y Ay
     
     = = ⋅ =     
     
     

 

(3) (2)

9 2 3 94 1151
2 8 4 46 840
3 4 12 71 1318 .

y Ay
     
     = = ⋅ =     
     
     

 

Составляем систему (2.12), которая принимает вид: 

1

2

3

94 9 1 1151
46 2 0 840
71 3 0 1318 .

p
p
p

     
     = −     
     
     

 

Решая эту систему методом Гаусса, получим 
648,247,29 321 −==−= ppp . 

Таким образом, характеристический многочлен имеет вид 
3 2 1

1 2 3

3 2

( ) det( )

( 29 247 648).
nP A E p p p λ = − λ = − λ + λ + λ + = 

= − λ − λ + λ −
 

Приравнивая к нулю и решая полученное уравнение известными мето-
дами, находим собственные значения: 1 2 316,26, 7,22, 5,52λ ≈ λ ≈ λ ≈ . 
Для определения собственных векторов составляем уравнение (2.15): 

3,2,1,

)0(

3

2

1

,2

)1(

3

2

1

,1

)2(

3

2

1
)(

3

2

1

=















+
















+
















=
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y
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y

q
y
y
y

q
y
y
y
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i
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Так, например, для 1 16,26λ ≈  собственный вектор будет:  
(1) (2) (1) (0)

11 21X y q y q y= + + . 
Находим значения коэффициентов jiq  по схеме Горнера (2.15а) 

11 1 01 1 16,26 1 29 12,74q q p= λ + = ⋅ − ≈ − , 
21 1 11 2 16,26 12,74 247 39,85q q p= λ + = − ⋅ + ≈ . 

1
1 11 21
1
2 11 21
1
3 11 21

94 9 1 ,

46 2 0 ,

71 3 0 .

x q q
x q q
x q q

= + ⋅ + ⋅

= + ⋅ + ⋅

= + ⋅ + ⋅

 

Следовательно, 
(1) (1) (1)
1 2 319,19, 20,52, 32,78x x x≈ ≈ ≈ . 

Далее, вектор (1)X  можно нормировать, вычислив норму 
(1) 43,17X ≈  и 

(1)

(1)

0, 44
0,48
0,76

X
X

 
 ≈  
 
 

. Разделив покомпонентно на 0,76, получим 

(1)

0,59
0,63
1,00

X
 
 ≈  
 
 

. 

 
2.1.3 Метод Данилевского 

В нём используется основное свойство подобных матриц. Две 
матрицы А и В называются подобными, если одна получается из дру-
гой путём следующего преобразования подобия AMMB 1−= , где                                 
М – некоторая не особая матрица. 

Известно, что подобные матрицы имеют одинаковые характери-
стические многочлены. Заданную матрицу А 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

..

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

необходимо привести к матрице Фробениуса: 
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=

1..00
............
0...01

... 11211 nfff

F  

с помощью преобразования подобия и затем составить определитель 

11 12 13 1...
1 0 ... 0

det( ) 0 0 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 .

nf f f f

F E

− λ 
 −λ 

− λ = −λ 
 
 
  

 

Разложив его по элементам первой строки, получим характеристиче-
ский многочлен матрицы Фробениуса. 

1
1(λ) det( λ ) ( 1) λ λ ..n n n

n nP F E p p− = − = − + + +  ,     (2.16) 

где nn fpfpfp 1122111 ,...,, ===  – коэффициенты характеристического 
многочлена матрицы Фробениуса. 

В силу подобия матриц характеристический многочлен (2.16) бу-
дет являться характеристическим многочленом матрицы А. 

По методу Данилевского переход матрицы А к подобной ей мат-
рице Фробениуса осуществляется с помощью )1( −n  преобразования 
подобия. Последовательно преобразовываются строки матрицы А                      
в строки матрицы Фробениуса, начиная с последней строки. 

Матрица 1−nM  формируется из единичной матрицы после таких 
же преобразований, что и над матрицей А. 



















=
−−−

−

1..00
...

0...10
0...01

,12,11,1
1

nnnn
n mmm

M , 

где 

1,

,
,1

−
− −=

nn

in
in a

a
m ;  

1,
1,1

1

−
−− =

nn
nn a

m ,    (2.17) 

1
1

−
−nM  получается из единичной, если на 1−n -й строке записать коэф-

фициенты n -й строки матрицы А: 
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=−
−

1..00
...

0...10
0...01

,2,1,

1
1

nnnn
n aaa

M . 

Строим матрицу 1−= nAMB  , а затем 1
1nC M B−
−= . В результате 

получим матрицу C , подобную матрице А с одной приведённой стро-
кой к матрице Фробениуса, следовательно 1

1
1 −

−
−= nn AMMC . 

Потом строится матрица 2−= nCMD . Тогда матрица DME n
1
2

−
−= , 

после соответствующей подстановки, имеет вид 

21
1
1

1
2 −−

−
−

−
−= nnnn MAMMME . 

В результате 1−n -го преобразования придём к матрице Фробениуса 
 

121
1
1

1
2

1
1 ...... MMAMMMMF nnn −−

−
−

−−= . 
 

Если в некоторой матрице преобразование подобия элемент 
02,2 =−− nne , то нужно поменять местами строки. 

 
2.1.3.1 Вычисление собственных векторов по методу                          

Данилевского 

Пусть T
nyyyy ),...,,( 21=  – собственный вектор матрицы Фробе-

ниуса, соответствующий значению λ .  Тогда Fy y= λ .  Откуда  
 

( ) 0F E y− λ = ,       (2.18) 
 
и, следовательно, произведя умножение, получим систему уравнений 
для нахождения координат 1 2, ,..., ny y y  собственного вектора матрицы 
Фробениуса:  

11 1 12 2 1

1 2

1

( ) ... 0
0

...
0.

n n

n n

f y f y f y
y y

y y−

− λ + + + =
 − λ =


 − λ =

 

С точностью до коэффициента пропорциональности её решение 
можно найти, задав произвольно ny  (например, 1=ny ). Тогда 
 

2
1 2 1n n ny y y− − −= λ = λ = λ  
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1 1 2
1 ( , ,...,1)n n ny y− − −= λ = λ λ ,       (2.19) 

 

Так как матрица F подобна матрице А, то λ  является собственным зна-
чением матрицы А. Обозначим ),...,,( 21 nxxxX =  собственный вектор 
матрицы А соответствующим собственному значению λ , следовательно, 
 

yMMMX nn 121 ...−−= ,        (2.20) 
 

где iM , )1,1( −= ni  матрицы преобразования по методу Данилевского.  
 
 

Вопросы для самоконтроля 
 

 1 Что такое характеристический многочлен? 
 2 В чем заключается смысл прямых и итерационных методов в 

решении проблемы собственных значений? 
 3 Какие прямые методы вы знаете? 
 4 Какова вычислительная схема метода Крылова? 
 5 Какова вычислительная схема метода Данилевского? 
 6 Как происходит вычисление собственных векторов по методу 

Крылова? 
 7 Как происходит вычисление собственных векторов по методу 

Данилевского? 
 8 Какую проблему собственных значений решают методы Кры-

лова и Данилевского? 
 
 

Задание 2.1.  Для матрицы А определить собственные значения 
и отвечающие им собственные вектора прямыми методами. 

8 2 1
1 7 3
1 1 9 ,

k
A k

k

+ 
 = + 
 + 

 

где 0,03 g nk n
g n
−

= +
+

, 

n  – номер варианта, исходя из списка по журналу,  
g – номер года. 
Задание выполнить: 
1) методом Крылова;  
2) методом Данилевского. 
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2.2 Итерационные методы решения проблемы  
собственных значений 
  

2.2.1  Итерационный метод вращения. 
2.2.2 Нахождение наибольшего по модулю собственного значе-

ния матрицы и соответствующего собственного вектора. 
2.2.3 Определение второго собственного значения и второго соб-

ственного вектора. 
 

 2.2.1 Итерационный метод вращения 

Всякая симметричная действительная матрица A может быть 
приведена подобными преобразованиями к диагональному виду  

1λA U U −= ,       (2.21) 
где U  – ортогональная и λ  – диагональная матрица, элементы кото-
рой являются собственными значениями 1 2, , ..., nλ λ λ  матрицы A. Так 
как для ортогональных матриц обратная совпадает с транспонирован-
ной )( 1−=UU , равенство (2.21) равносильно следующему: 

1UAU − = λ .            (2.22) 
Это равенство даёт возможность построить бесконечно много ал-

горитмов для приближённого вычисления матрицы λ , отличающихся 
между собой способами построения матрицы U . В основании мето-
дов лежит следующий факт: пусть каким-либо ортогональным пре-
образованием с матрицей U  мы привели матрицу A к некоторой мат-
рице λ , мало отличающейся от диагональной, и получили равенство: 

U AU′ = λ          (2.23) 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

λ λ λ 
 λ λ λ λ =
 
 λ λ λ 

      (2.24) 

Собственные значения матриц A и λ  совпадают между собой. Если 
бы оказалось, что все недиагональные элементы ( )ij i jλ ≠  в λ  равны 0, 
то равенства (2.22) и (2.23) совпали бы и собственные значения матрицы 
A были бы равны диагональным элементам iiλ  в матрице λ . 
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Если же недиагональные элементы ( )ij i jλ ≠  не все равны 0, но 
все будут иметь малые значения, то следует ожидать, что собствен-
ные значения матрицы A будут близкими к ( 1, )i i nλ =  и iiλ  могут 
быть приняты за приближенные величины этих значений. 

Для использования равенства (2.22) нужно построить последова-
тельность ортогональных преобразований, позволяющих неограни-
ченно уменьшать модули недиагональных элементов матрицы A. 

Меру близости A к диагональному методу целесообразно опре-
делять следующим образом: введём сумму квадратов модулей недиа-
гональных элементов по строкам и запишем: 

2

1

( )
n

i ij
j

A a
=

σ = ∑ , ),,1( jini ≠=       (2.25) 

и за нужную нам величину примем число: 
2

1 2( ) ... n ij
j i

t A a
≠

= σ + σ + + σ = ∑ .     (2.26) 

Пусть с помощью преобразования подобия с ортогональными 
матрицами построена последовательность матриц 0 1, ,..., kA A A A= . 
Процесс построения называется монотонным, если )()( 1−< kk AtAt . 
Таких процессов может быть построено большое число.  

 
2.2.1.1 Метод вращений Якоби 

По заданной матрице A будем строить последовательность мат-
риц )( kA , такую, что каждая следующая матрица 1+kA  получается из 
предыдущей матрицы kA  при помощи преобразования подобия со 
следующей ортогональной матрицей вращения: 

1 0
1 0

cos sin
( )

s in cos
0 1

0 1 ,

ij

i
U

j

 
 
 
 ϕ − ϕ
 ϕ =  
 ϕ ϕ
 
 
  

    (2.27) 

где индексы i  и j  определены из условия k
ijji

k
ij aa

<
= max . 
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Предположим, преобразование доведено до шага k  и построена 
матрица ][ ij

k aA = . Найдём в ней наибольший по модулю недиаго-
нальный элемент. Пусть это k

ija . В силу симметричности kA , можно 
считать ji < . Если таких элементов несколько, можно взять любой из 
них. По индексам  i  и j   строим матрицу вращения ( )k k k

ij ijU U= ϕ , в 
которой угол kϕ  определим ниже. 

Образуем после этого матрицу 
k
ij

kk
ij

k UAUA ′+ =1 .        (2.28) 

Для упрощения записи введём обозначение k
ij

kk UAB = , ][ k
ij

k bB = . 
В силу определения матрицы (2.27) все столбцы kB , кроме  i  и j , 

будут такими же, как и в kA . Элементы же столбцов номеров  i  и j  
вычисляются по формулам:  

cos sin
sin cos

k k k k k
i i j

k k k k k
j i j

b a a
b a a

ν ν ν

ν ν ν

 = ϕ + ϕ
 = − ϕ + ϕ

, 1,nν =     (2.29) 

Аналогично, строки  kk
ij

k BUA ′+ =1 , кроме  i  и j , будут такими же, 
как в kB , а элементы  i  и j  строк вычисляются по формулам: 

1

1

cos sin
sin cos

k k k k k
i i j

k k k k k
j i j

a b b
a b b

+
ν ν ν
+
ν ν ν

 = ϕ + ϕ
 = − ϕ + ϕ

, 1,nν = .   (2.30) 

Равенства (2.29) и (2.30) позволяют легко вычислить 1+k
ija : 

1 cos sin

( sin cos )cos ( sin cos )sin ,

k k k k k
ij ij jj

k k k k k k k k k k
ii ij ji jj

a b b

a a a a

+ = ϕ + ϕ =

= − ϕ + ϕ ϕ + − ϕ + ϕ ϕ
 

так как k
ji

k
ij aa =  (симметрия), то значит: 

1 1cos 2 ( )sin 2
2

k k k k k k
ij ij jj iia a a a+ = ϕ + − ϕ .   (2.31) 

Выберем теперь kϕ  таким образом, чтобы 1+k
ija  обратился в 0. Это 

требование даёт: 
2

tan 2
k
ijk k

k k
ii jj

a
p

a a
ϕ = =

−
. 

Откуда следует, что  
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1 arctan
2

k kpϕ = .     (2.32) 

Что касается значения меры )( kAt  близости kA  к диагональной 
форме, то пользуясь симметричностью A и соотношениями                        
(2.29)–(2.31), можно показать, что  

21 )(2)()( k
ij

kk aAtAt −=+ .        (2.33) 

Так как k
ija  есть наибольший недиагональный элемент и он пред-

полагается отличным от 0 (если 0=k
ija , то kA  были бы собственным 

значениям матрицы A и переход к 1+kA  не нужен), верно неравенство 
)()( 1 kk AtAt ≤+  и )( kAt  уменьшается при переходе к 1+kA . 

По выбору k
ija  можно оценить скорость сходимости и скорость 

стремления )( kAt  к нулю, если воспользоваться неравенством 
2))(1()( k

ij
k annAt −≤ , 

и, следовательно,  

)1(
)()( 2

−
≥

nn
Ata

k
k
ij .       (2.34) 

С помощью этого неравенства из (2.33) получается: 

)()(
)1(

2)()( 1 kkkk AtqAt
nn

AtAt ⋅=
−

−≤+ , 

где 1
)1(

210 <
−

−=≤
nn

q , ввиду того, что  2≥n . 

Отсюда вытекает цепь неравенств: 

)(...)()( 01 AtqAtqAt kkk ≤≤≤ − . 

Так как 00 =A , то )()( AtqAt k ≤ , следовательно, 0)( →kAt  при 
∞→k  со скоростью, не меньшей скорости геометрической со знамена-

телем 1<q . 
 

2.2.2 Нахождение наибольшего по модулю собственного 
значения матрицы и соответствующего собственного вектора 

Пусть имеем характеристическое уравнение ( ) det( ) 0D A Eλ = − λ = . 
Корни этого уравнения 1 2, , ..., nλ λ λ  являются собственными значениями 
матрицы A. Пусть им соответствуют линейно независимые собственные 
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векторы nxxx ,...,, 21 . Рассмотрим итерационный метод вычисления 
наибольшего по модулю собственного значения матрицы A, не требую-
щего раскрытия векового определителя. 

Пусть среди собственных значений матрицы A есть одно 
наибольшее по модулю. Для определенности положим 

1 2 , ..., nλ > λ ≥ ≥ λ .      (2.35) 

Тогда наибольшим по модулю является первое собственное зна-
чение. Очевидно, что для действительной матрицы наибольшее по 
модулю собственное значение матрицы A 1λ  будет действительным. 
Такой случай всегда имеет место, если матрица A действительна и её 
элементы положительны.  

Определим 1λ . Для этого возьмем произвольный вектор 
T

nyyy ),...,( 1=  и разложим его по собственным векторам матрицы A. 

∑
=

=
n

j

j
j xcy

1
, где сj – постоянные коэффициенты nj ,1= . 

Произведя преобразования A над вектором y, получим:  

∑
=

=
n

j

j
j AxcAy

1
)( . 

Отсюда, так как jx  собственный вектор преобразования A, получим, 
что j jAx x= λ  и тогда имеем 

1

n
j

j j
j

Ay c x
=

= λ∑ . 

Величину Ay  называют итерацией над вектором y . Последова-
тельно образуя итерации yAyAAy m,...,, 2 , находим, что  m -я итерация 

1
.

n
m m m j

j j
j

y A y c x
=

= = λ∑      (2.36)  

Пусть yAy mm = ,  1, 2,...m =  и 



















=

m
n

m

m

y

y
y

y
...

2

1

, где  m
iy , ni ,1=  координаты 

my  в выбранном базисе neee ,...,, 21 . Разлагая собственные векторы jx  
по векторам базиса, можем записать выражение для составляющих 
вектора y : 
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1
.

n
m m
i j j ij

j
y c x

=

= λ∑           (2.37) 

Выражение в (2.37) является m -й итерацией. Аналогично  

1 1

1
λ

n
m m
i j j ij

j
y c x+ +

=

=∑  .     (2.38) 

Разделив (2.38) на (2.37), получим: 
1 1 1 1

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

...
...

m m m m
i i i n n in

m m m m
i i i n n in

y c x c x c x
y c x c x c x

+ + + +λ + λ + + λ
=

λ + λ + + λ .      
(2.39) 

Пусть 01 ≠c  и 01 ≠ix , что можно всегда получить, выбирая надлежа-
щим образом, исходный вектор у и базис neee ,...,, 21 . Преобразуем вы-
ражение (2.39) к виду: 

1 1

2 2 2
1

1 1 1 1 1 1
1

2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 ...

1 ...

m m

i n in n
m

i ii
m mm

i i n in n

i i

c x c x
c x c xy

y c x c x
c x c x

+ +

+

   λλ
+ + +   λ λ   = λ ⋅

   λλ
+ + +   λ λ   

. 

Переходя к пределу при ∞→m  и учитывая неравенство (2.35),                       
получим: 

1

1lim
m
i

mm
i

y
y

+

→∞
= λ

  
.      (2.40) 

Можем записать:  
1

1 , 1,
m
i

m
i

y i n
y

+

λ ≈ ∀ =  ,         (2.41) 

 а точнее:  
1

2
1

1

, 1,
mm

i
m
i

y O i n
y

+   λ λ = + ∀ =  λ   . 
Для достаточно большого номера итерации m можем с любой степе-
нью точности с помощью формулы (2.41) определить наибольший по 
модулю корень 1λ  характеристического многочлена матрицы A. Для 
получения более точного значения корня 1λ  следует взять среднее 
арифметическое из суммы отношений координат вектора у.  

11 1
1 2

1 2

mm m
n

m m m
n

yy y
y y y

++ +

≈ ≈ ≈ , следовательно, считают  
1

1
1

1 mn
i

m
i i

y
n y

+

=

λ = ∑ . 
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Собственный вектор матрицы A соответствующий 1λ  приближенно 
можем взять, полагая, что yAyx mm ==1 , так как 1

1 1
m mA y c x= λ , то есть 

yAm  лишь числовым множителем отличается от собственного вектора 
1x  и поэтому является собственным вектором соответствующим 1λ . 

Пример: Найти наибольшее собственное значение матрицы A и 
собственный вектор: 
















=

110
221
013

A . 

Решение. 
1. Выберем начальный вектор (1,1,1)y = . 
2. Составим итерации, например, для 1 010m y Ay= = ; 

122 AyyAy == ; …; yAy 1010 = . 
3. Для различных координат вектора у следует воспользоваться 

формулой (2.41), а результаты итераций сведем в таблицу: 
 

0y  01 Ayy =  … yA7  yA8  yAy 99 =  yAy 1010 =  
1 4  10260 62973 243569 941378 
1 5  14193 54630 210663 812585 
1 2  5002 19193 73845 284508 

Из (2.41) следует, что 
10
1

11 9
1

941378 3,865
243569

y
y

λ ≈ = ≈ , 
10
2

12 9
2

812585 3,857
210663

y
y

λ ≈ = ≈ , 

10
3

13 9
3

284508 3,853
73845

y
y

λ ≈ = ≈  

4. Вычислим 1λ  как среднее арифметическое из 11 12 13, , ...,λ λ λ . 

11 12 13
1 3,858

3
λ + λ + λ

λ = = . 
 
5. В качестве 1-го  собственного вектора матрицы A можно взять 

вектор y10=A10y=
941378
812585
284508

 
 
 
  

. Нормируя этот вектор, то есть разделив его 

на норму вектора 622210 1028.1284508812585941378 ⋅≈+=y . По-
лучим 1-й собственный вектор матрицы A, принадлежащий соб-
ственному значению 1 3,858λ = : 
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=

22,0
64,0
74,0

1x

. 
 

2.2.3 Определение второго собственного значения                             
и второго собственного вектора 

Пусть собственное значение jλ , nj ,1=  матрицы A таковы, что 

1 2 3 ... nλ > λ > λ ≥ ≥ λ        (2.42) 

то есть имеются два различных наибольших по модулю собственных 
значения 1λ  и 2λ  матрицы A. Итерационным способом найдем второе 
собственное значение 2λ , отвечающее собственному вектору 2x . Так как 

 1 2
1 1 2 2 ...m m m m n

n nA y c x c x c x= λ + λ + + λ     (2.43) 
1 1 1 1 2 1

1 1 2 2 ...m m m m n
n nA y c x c x c x+ + + += λ + λ + + λ       (2.44) 

Исключим 1λ . Для этого из равенства (2.44) вычтем равенство (2.43), 
умноженное на 1λ  в результате получим: 

1 2
1 2 2 2 1 2 2 2 1( ) ... ( ) .m m m m nA y A y c x c x+ − λ = λ λ −λ + + λ λ −λ   (2.45) 

Выражение 1m m mA y A y A y+
λ∆ = − λ  называется λ∆ -разностью от yAm . 

Если 02 ≠c , то первое слагаемое в правой части (2.45) является её 
главным членом при ∞→m , и мы имеем приближенное равенство: 

1

2
2 2 2 1( )m mA y c xλ∆ ≈ λ λ − λ       (2.46)  

отсюда 

1

1 1 2
2 2 2 1( )m mA y c x− −

λ∆ ≈ λ λ − λ .       (2.47) 
Из (2.46) и (2.47) следует, что  

1

1

1
1

2 1 1
1

m m m
i i i

m m m
i i i

y y y
y y y

+
λ

− −
λ

∆ − λ
λ ≈ =

∆ − λ
  ),1( ni =  .   (2.48) 

Пользуясь формулой (2.48), можно приближенно вычислить вто-
рое собственное значение 2λ . 

Отметим, что на практике ввиду потери точности при вычисле-
нии близких чисел иногда выгоднее номер итерации k для определе-
ния 2λ  брать меньше, чем номер итерации m при нахождении 1λ , то 
есть целесообразно пользоваться формулой: 
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1
1

1
1

k k
i i

i k k
i i

y y
y y

+

−

− λ
λ ≈

− λ
,    mk < ,     (2.49) 

где k – наименьшее из чисел при котором начинает сказываться пре-
обладание 2λ  над 1λ . 

Формула (2.49) дает, вообще говоря, грубые значения для 2λ , оно 
может отличаться от 2λ , полученного по методу Крылова или Данилев-
ского. Заметим, что если все собственные значения матрицы A отличны 
друг от друга, то есть нет кратных собственных значений, то при помощи 
формул, аналогичных (2.49), можно вычислить все собственные значения 
матрицы A, принимая m достаточно большим. Для определения 3-го 
собственного значения следует брать λ -разность второго порядка. Одна-
ко точность вычислений последующих значений не будет достигнута. 
Собственный вектор 2x , соответствующий второму собственному значе-
нию 2λ  матрицы A, согласно формуле (2.46) можем определить положив  

1

2 kx yλ= ∆ .       (2.50) 
 

Пример: Для матрицы 
3 1 0
1 2 2
0 1 1

A
 
 =  
  

 найти 2λ  и соответствую-

щий ему собственный вектор 2x . 
Решение. За номер итерации k примем 8. Из предыдущего при-

мера возьмем Аmу для m = 7, 8, 9. Составим λ -разность  

1

1
1

m m m
i i iy y y+

λ∆ = − λ  (i = 1, 2, 3) 
 

1

7A yλ∆  8
1A yλ  

1

8A yλ∆  
128 243390 179 
-92 210785 -122 
-77 73958 -113 

 
Для каждой из строк примем своё  λ : 
 

11 3,865λ = ,   12 3,857λ = ,   13 3,853λ = . 
 
Для каждой итерации по формуле (2.48) или (2.49) вычислим: 

8 8
1 2

21 227 7
1 2

179 1221,400; 1,326;
128 92

y y
y y

λ λ

λ λ

∆ ∆ −
λ ≈ = = λ ≈ = =

∆ ∆ −
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8
3

23 7
3

113 1,468
77

y
y

λ

λ

∆ −
λ ≈ = =

∆ −
. 

Тогда 2
1, 4 1,326 1, 468 1,398

3
+ +

λ = = . 

В качестве 2-го собственного вектора (2.50) принимаем: 

1

2 8

179
122
113

x A yλ

 
 = ∆ = − 
−  

, нормируя его, получим: 2

0,73
0,50
0,46

x
 
 = − 
−  

. 

Для данной матрицы можно найти третье собственное значение, 
зная след матрицы SpA . 

1 2 3Sp A = λ + λ + λ , 

так как 3 2 1 6Sp A = + + = , то 3 6 3,858 1,398 0,744λ ≈ − − = . 
 
 

Вопросы для самоконтроля 
 

1 В чем заключается смысл итерационных методов? 
2 Приведите вычислительную схему метода Якоби (вращений)? 
3 Какую проблему собственных значений решает метод Якоби? 
4 Как находится наибольшее по модулю собственное значение? 
5 Как находится второе собственное значение? 
6 Как определяются собственные вектора в итерационных методах? 
7 Что вы можете сказать о точности вычислений в итерационных 

методах? 
 

Задание 2.2.  Для матрицы А определить собственные значения 
и отвечающие им собственные вектора итерационными методами. 

8 2 1
1 7 3
1 1 9 ,

k
A k

k

+ 
 = + 
 + 

 

где  0,03 g nk n
g n
−

= +
+

, 

n  – номер варианта, исходя из списка по журналу,  
g – номер года. 

        Задание выполнить: 
1) методом Якоби;  
2) методом итераций. 
Найти наибольшее первое и второе собственные значения и отве-

чающие им собственные вектора. 
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