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Введение 
Задачи, в которых вместе с решением того 

или иного дифференциального уравнения надо 
определить также коэффициент (коэффициенты) 
самого уравнения, либо же правую часть уравне-
ния, в математике и в математическом модели-
ровании называют обратными задачами. Други-
ми словами, задача определения правой части 
дифференциального уравнения или (и) восста-
новления неизвестных коэффициентов по неко-
торым данным называется обратной краевой за-
дачей в теории уравнений математической физи-
ки. Если в обратной задаче неизвестными явля-
ются решение и правая часть, то такая обратная 
задача называется линейной; если же 

неизвестными являются решение и хотя бы один 
из коэффициентов, то обратная задача будет не-
линейной.  

Теория обратных задач ведет начало с XVII 
века. Это задачи нахождения фигуры равновесия 
вращающейся жидкости, кинематическая про-
блема в сейсмологии, обратная задача Штурма – 
Лиувилля и др. 

Обратные задачи являются благоприятно 
развивающимся разделом современной матема-
тики и в последнее время широко применяются в 
различных областях науки. Обратные задачи для 
различных типов дифференциальных уравнений 
в частных производных изучались во многих 
работах. Отметим работы А.Н. Тихонова [1], 
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М.М. Лаврентьева [2], [3], А.М. Денисова [4], 
М.И. Иванчова [5] и их последователей. 

Псевдо гиперболические уравнения возни-
кают в теории нестационарного течения вязкого 
газа при распространении начальных уплотнений 
в вязком газе [6], в теории солитонов [7] при 
описании процесса движения электронов в сис-
теме «сверхпроводник – диэлектрик с туннель-
ной проводимостью – сверхпроводник».  

Разрешимость обратных задач в различных 
постановках с теми или иными условиями пере-
определения для псевдо гиперболических урав-
нений была предметом исследования в работах 
[8]–[13]. 

Данная работа посвящена исследованию не-
линейной обратной задачи с неизвестным коэф-
фициентом и правой части для псевдо гипербо-
лического уравнения третьего порядка с перио-
дическим и интегральным условиями. 
 

1 Постановка задачи и ее сведение к эк-
вивалентной задаче 

Рассмотрим для уравнения  
( , ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
tt txx xxu x t u x t u x t

a t u x t b t g x t f x t

  
  

        (1.1) 

в области  ( , ) : 0 1, 0TD x t x t T      обрат-

ную краевую задачу с начальными условиями 

1

0

2

0

( ,0) ( ) ( , ) ( ),

( ,0) ( ) ( , ) ( ) (0 1),

T

T

t

u x p t u x t x

u x p t u x t x x

  

   




 (1.2) 

периодическим  условием 

 (0, ) (1, ) 0 ,u t u t t T               (1.3) 

нелокальным интегральным условием 

 
1

0

( , ) 0 0u x t dx t T                (1.4) 

и с дополнительным условием 
 ( , ) ( ), ( 1,2; 0 ),i iu x t h t i t T           (1.5) 

где (0,1),ix   1, 2;i   1 2x x  – фиксированное, 

0, 0     – заданные числа, ( , ),f x t  ( , ),g x t  

( ),x  ( ),x  ( ) ( 1,2)ih t i   – заданные функции, а 

( , ),u x t  ( )a t  и ( )b t  – искомые функции. 

Введем обозначения  

 

2

2

( )

( , ) : ( , ) ( ) , ( , ) ( ) .

T

T txx T

C D

u x t u x t C D u x t C D



  


 

Определение 1.1. Тройку { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  

функций 2( , ) ( ),Tu x t C D   ( ) [0, ]a t C T  и 

( ) [0, ],b t C T  удовлетворяющих уравнению (1.1) 

в ,TD  условиям (1.2) в [0,1],  условиями (1.3)–

(1.5) в [0, ],T  назовем классическим решением 

обратной краевой задачи (1.1)–(1.5). 

Для исследования (1.1)–(1.5) рассмотрим 
следующую задачу: 

( ) ( ) ( ) (0 ),y t a t y t t T                 (1.6) 

1 2

0 0

(0) ( ) ( ) , (0) ( ) ( ) ,
T T

y p t y t dt y p t y t dt     (1.7) 

где 1 2( ), ( ), ( ) [0, ]p t p t a t C T  – заданные функ-

ции, а ( )y y t  – искомая функция, причем под 

решением задачи (1.6), (1.7) понимаем функцию 
( ),y t  принадлежащую 2[0, ]C T  и удовлетво-

ряющую условиям (1.6), (1.7) в обычном смысле.  
Справедлива следующая 
Лемма 1.1 [14]. Пусть 1 2( ), ( ),p t p t  

( ) [0, ]a t C T  и выполняется неравенство 

2 1[0, ] [0, ] [0, ]
( ) ( ) ( ) 1,

2C T C T C T

T
T p t p t a t T
    
 

 

то задача (1.6), (1.7) имеет только тривиальное 
решение. 

Теперь наряду с обратной краевой задачей 
(1.1)–(1.5) рассмотрим следующую вспомогатель-
ную обратную краевую задачу. Требуется опреде-

лить { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  функций 2( , ) ( ),Tu x t C D   

( ), ( ) [0, ]a t b t C T , из соотношений (1.1)–(1.3) и  

(0, ) (1, ) (0 ),x xu t u t t T                 (1.8) 

( ) ( , ) ( , )i txx i xx ih t u x t u x t      

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

( 1, 2; 0 ).
i i ia t h t b t g x t f x t

i t T

  

  
       (1.9) 

Справедлива следующая 
Теорема 1.1. Пусть  

1( ) [0,1],x C   ( ) [0,1],x C   (0) (1),     

( ) [0, ],ip t C T  2( ) [0, ]ih t C T ( 1, 2),i   

1( ) 0p t  (0 ),t T   ( , ),f x t  ( , ) ( ),Tg x t C D  
1

0

( , ) 0,f x t dx   
1

0

( , ) 0,g x t dx     

1 2 2 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0h t h t g x t h t g x t    (0 )t T   
и выполняются условия согласования 

1 1

0 0

( ) ( ) 0,x dx x dx                  (1.10) 

1

0

2

0

(0) ( ) ( ) ( ),

(0) ( ) ( ) ( ), 1, 2.

T

i i i

T

i i i

h p t h t dt x

h p t h t dt x i

  

   




 (1.11) 

Тогда верны следующие утверждения: 
1. Каждое классическое решение 

{ ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  задачи (1.1)–(1.5) также явля-

ется решением задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9); 
2. Каждое решение { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  зада-

чи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9) такое, что 

2 1[0, ] [0, ] [0, ]
( ) ( ) ( ) 1,

2C T C T C T

T
T p t p t a t T
    
 

(1.12) 
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является классическим решением (1.1)–(1.5). 
Доказательство. Пусть { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  

является классическим решением задачи (1.1)–
(1.5). Интегрируя уравнение (1.1) по x от 0 до 1, 
имеем:  

12

2
0

( , ) ( (1, ) (0, ))

( (1, ) (0, ))

tx tx

x x

d
u x t dx u t u t

dt

u t u t

  

   

  

1 1

0 0

1

0

( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) (0 ).

a t u x t dx b t g x t dx

f x t dx t T

  

  

 


     (1.13) 

Допуская, что  
1 1

0 0

( , ) ( , ) 0, 0 ,f x t dx g x t dx t T      

из (1.13) находим:  
( (1, ) (0, )) ( (1, ) (0, )) 0

(0 ).
tx tx x xu t u t u t u t

t T

    
 

(1.14) 

В силу (1.2), с учетом (0) (1),     нетруд-

но видеть, что 

1

0

(1,0) (0,0) ( )( (1, ) (0, ))
T

x x x xu u p t u t u t dt     

1

0

1

0

(1,0) ( ) (1, ) ( (0,0)

( ) (0, ) ) (1) (0) 0.

T

x x x

T

x

u p t u t dt u

p t u t dt

   

     




 (1.15) 

Очевидно, что общее решение (1.14) имеет вид: 

(1, ) (0, ) (0 ).
t

x xu t u t Ce t T



       (1.16) 

Отсюда, с учетом (1.15), получаем:  

1

0

1 ( ) 0.
T

t
C p t e dt





 
  

 
             (1.17) 

В силу 1( ) 0p t   (0 )t T   из (1.17) полу-

чим 0,C   подставляя его в (1.16), заключаем, 

что y (1, ) (0, ) 0 (0 ).x xu t u t t T     Следова-

тельно, ясно, что выполняется и условие (1.8).  
Подставляя в уравнение (1.1), ( 1,2)ix x i   

находим: 
2

2
( , ) ( , ) ( , )i txx i xx i

d
u x t u x t u x t

dt
    

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

( 1,2; 0 ).
i i ia t u x t b t g x t f x t

i t T

  

  
   (1.18) 

Далее, считая 2( ) [0, ] ( 1,2)ih t C T i   и 

дифференцируя два раза (1.5), имеем: 
( , ) ( ) ( 1, 2; 0 ).tt i iu x t h t i t T        (1.19) 

Из (1.18), с учетом (1.5) и (1.19), приходим к 
выполнению (1.9).  

Теперь предположим, что { ( , ),u x t  ( ),a t  

( )}b t  является решением задачи (1.1)–(1.3), (1.8), 

(1.9). Тогда из (1.13),  с учетом 
1 1

0 0

( , ) ( , ) 0 (0 )f x t dx g x t dx t T      

и (1.8), находим: 
1 12

2
0 0

( , ) ( ) ( , ) (0 ).
d

u x t dx a t u x t dx t T
dt

     (1.20) 

В силу (1.2), с учетом (1.10), нетрудно ви-
деть, что 

1 1

1

0 0 0

1 1

1

0 0 0

( ,0) ( ) ( , )

( ,0) ( ) ( , ) ( ) 0,

T

T

u x dx p t u x t dx dt

u x p t u x t dt dx x dx

 
  

 
 

     
 

  

  
 

1 1

2

0 0 0

( ,0) ( ) ( , )
T

tu x dx p t u x t dx dt
 

  
 

     (1.21) 

1 1

2

0 0 0

( ,0) ( ) ( , ) ( ) 0.
T

tu x p t u x t dt dx x dx
 

     
 
    

Так как, в силу леммы 1.1, задача (1.20), 
(1.21) имеет только тривиальное решение, то  

1

0

( , ) 0, 0 ,u x t dx t T    

т. е выполняется условие (1.4). 
Далее, из (1.9) и (1.18) находим: 

   
2

2
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( 1, 2; 0 ).

i i i i

d
u x t h t a t u x t h t

dt
i t T

  

  
 (1.22) 

В силу (1.2) и условий согласования (1.11), 
имеем: 

1

0

1

0

( ,0) (0) ( )( ( , ) ( ))

( ,0) ( ) ( , )

T

i i i i

T

i i

u x h p t u x t h t dt

u x p t u x t dt

   

  




 

1

0

1

0

(0) ( ) ( )

( ) (0) ( ) ( ) 0,

T

i i

T

i i i

h p t h t dt

x h p t h t dt

 
   
 

 
     

 




 

2

0

2

0

( ,0) (0) ( )( ( , ) ( ))

( ,0) ( ) ( , )

T

t i i i i

T

t i i

u x h p t u x t h t dt

u x p t u x t dt

   

  




 

2

0

2

0

(0) ( ) ( )

( ) (0) ( ) ( ) 0.

T

i i

T

i i i

h p t h t dt

x h p t h t dt

 
   

 
 
     

 




  (1.23) 

Из (1.22) и (1.23), в силу леммы 1.1, заклю-
чаем, что выполняются условие (1.5).                   
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2 Приведение вспомогательной обратной 
задачи к системе  

Известно [15], система 

1 11,cos ,sin ,..., cos ,sin ,...k kx x x x          (2.1) 

образует базис в 2 (0,1),L  где 2 ,k k    0,1,...k   

Так как система (2.1) образует базис в 

2 (0,1),L  то очевидно, что для каждого решения 

{ ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9) 

его первую компонента ( , )u x t  имеет вид: 

1 2
0 1

( , ) ( ) cos ( )sin ,

2 ,

k k k k
k k

k

u x t u t x u t x

k

 

 

   

  

  (2.2) 

где  
1

10

0

( ) ( , ) ,u t u x t dx   

1

1

0

( ) 2 ( , ) cos , 1,2,...,k ku t u x t xdx k    

1

2

0

( ) 2 ( , )sin , 1, 2,...k ku t u x t xdx k    

Применяя формальную схему метода Фу-
рье, для определения искомых коэффициентов 

1 ( ) ( 0,1,...)ku t k   и 2 ( ) ( 1,2,...)ku t k   функции 

( , )u x t  из (1.1) и (1.2) получаем: 

10 10( ) ( ; , , ) (0 ),u t F t u a b t T              (2.3) 
2 2( ) ( ) ( )ik k ik k iku t u t u t     ( ; , , )ikF t u a b  

( 1, 2; 1,2,...; 0 ),i k t T               (2.4) 

10 10 1 10
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(0) ( ) ( ) ,

(0) ( ) ( ) ,

T

T
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u p t u t dt

  

   




          (2.5) 
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T

ik ik ik
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u p t u t dt

u p t u t dt i k

  

     




(2.6) 

где 
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2
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k k
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x xdx
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
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Теперь предположим, что 2 2 0 .     

Далее, из (2.3)–(2.6) находим: 

10 10 1 10

0

( ) ( ) ( )
T

u t p t u t dt               (2.7) 

10 2 10 10

0 0

( ) ( ) ( ) ( ; , , ) ,
T t

t p t u t dt t F u a b d
 

        
 

   

1 2
2 1 1
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1
( ) ( ) ( ) ( )k k

T
t t

ik k k ik ik
k

u t e e p t u t dt 
  

       
   

  

2 1
2
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( ) ( ) ( )k k

T
t t

ik ike e p t u t dt   
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 
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   2 1

0

( ; , , )( )
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t
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    
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 
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где 
2 2 2

( 1) ( 1, 2) ,
2 4

ik k
ik k i

  
         

2 2

2 1 2 ( 1, 2,...).
4

k
k k k k k

 
         

После подстановки выражения из (2.7), (2.8) 
в (2.2), для определения компоненты ( , )u x t  ре-

шения задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9), получаем: 
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

  (2.9) 

Теперь, из (1.9), с учетом (2.2), имеем: 
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     (2.11) 

Два раза дифференцируя (2.8), получим:  
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В силу (2.4) и (2.13) имеем: 
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Для того, чтобы получить уравнение для 
второй компоненты ( )a t  и третей компоненты 

( )b t  решение задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9), под-

ставив выражение (2.14) в (2.10), (2.11) получаем: 

 

 

1
2 1 1

1 2 2

( ) [ ( )] ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

a t h t g x t h t f x t

g x t h t f x t

    


  
 

1 2
1 2 1 2

1

1 1 1

0

1
( )

( ) ( )

k kt t
k k k k

k k

T

k k

e e

p t u t dt


 



      

 
    
 




 

2 12 2
2 1 1 2 1

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k ke e p t u t dt   
      

 
  

   2 12 2
1 2 1

0

( ; , , )( )k k

t
t t

k k kF u a b e e d    
     


  

 2 1 1 2( , ) cos ( , ) cosk kg x t x g x t x      

1 2
1 2 1 2

1

2 1 2

0

1
( )

( ) ( )

k kt t
k k k k

k k

T

k k

e e

p t u t dt


 



      

 
    
 




 

2 12 2
2 1 2 2 2

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k ke e p t u t dt   
      

 
  

   2 12 2
2 2 1

0

( ; , , )( )k k

t
t t

k k kF u a b e e d    
     


  

 2 1 1 2( , ) sin ( , ) sin ,k kg x t x g x t x
    


    (2.15) 

 

 

1
1 2 2

2 1 1

( ) [ ( )] ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , )

b t h t h t h t f x t

h t h t f x t

    


  
 

1 2
1 2 1 2

1

1 1 1

0

1
( )

( ) ( )

k kt t
k k k k

k k

T

k k

e e

p t u t dt


 



      

 
    
 




 

2 12 2
2 1 1 2 1

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k ke e p t u t dt   
      

 
  



Обратная задача одновременного определения правой части и коэффициента в псевдо гиперболическом уравнении третьего… 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (62), 2025 83

   2 12 2
1 2 1

0

( ; , , )( )k k

t
t t

k k kF u a b e e d    
     


  

 1 2 2 1( ) cos ( )cosk kh t x h t x      

1 2
1 2 1 2

1

2 1 2

0

1
( )

( ) ( )

k kt t
k k k k

k k

T

k k

e e

p t u t dt


 



      

 
    
 




 

2 12 2
2 1 2 2 2

0

( ) ( ) ( )k k

T
t t

k k k ke e p t u t dt   
      

 
  

   2 12 2
2 2 1

0

( ; , , )( )k k

t
t t

k k kF u a b e e d    
     


  

 1 2 2 1( ) sin ( )sin .k kh t x h t x
    


    (2.16) 

Таким образом, решение задачи (1.1)–(1.3), 
(1.8), (1.9) сведено к решению системы (2.9), 
(2.15), (2.16) относительно неизвестных функций 

( , ),u x t  ( )a t  и ( ).b t  
Справедлива следующая 
Лемма 2.1. Если { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  любое 

решение задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9), то функции 
1

10

0

( ) ( , ) ,u t u x t dx   

1

1

0

( ) 2 ( , ) cos , 1,2,...,k ku t u x t xdx k    

1

2

0

( ) 2 ( , ) sin , 1, 2,...,k ku t u x t xdx k    

удовлетворяют системе (2.7), (2.8) в [0, ].C T   

Из леммы 2.1 следует  
Следствие 2.1. Пусть система (2.9), (2.15), 

(2.16) имеет единственное решение. Тогда если 
задача (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9) имеет решение, то 
оно единственное. 
 

3 Исследование существования и единст-
венности классического решения обратной 
задачи 

Обозначим через 2,TB  [16] совокупность 

всех функций вида  
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рассматриваемых в ,TD  где каждая из функций 

( ) ( 0,1, 2,...)ku t k   непрерывна на [0, ]T  и удов-
летворяет условию  
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где   – некоторое неотрицательное число. 
Норму в этом множестве определим так: 

2,
( , ) ( ).

TB
u x t J u   

Через TE  обозначим пространство  

2, [0, ] [0, ]TB C T C T    
вектор-функций ( , ) { ( , ), ( ), ( )}z x t u x t a t b t  с нормой 

, 2, [0, ] [0, ]
( , ) ( , ) ( ) ( ) .

T TE B C T C T
z x t u x t a t b t     

Известно, что 2,TB  и TE  являются банахо-

выми пространствами. 
В пространстве 3

TE  рассмотрим оператор  

1 2 3( , , ) { ( , , ), ( , , ), ( , , )},u a b u a b u a b u a b      
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2 ( , , ) ( ) ,u a b a t    3 ( , , ) ( ) ,u a b b t    

а 10 ( ),u t  ( ) ( 1,2; 1,2,...),iku t i k   ( )a t  и ( )b t  

равно соответственно правым частям (2.7), (2.8), 
(2.15) и (2.16). 

Нетрудно видеть, что 0,ik    
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Учитывая эти соотношения, имеем: 
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 Предположим, что данные задачи (1.1)–
(1.3), (1.8), (1.9) удовлетворяют следующим ус-
ловиям: 

1. 2 20, 0, 0.         

2. 2
2( ) [0,1], ( ) (0,1),x C x L     

(0) (1), (0) (1), (0) (1).             

3. 2
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5. ( , ), ( , ), ( , ) ( ),x xx Tg x t g x t g x t C D  
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6. ( ) [0, ],ip t C T  2( ) [0, ], 1,2,ih t C T i   

1 2 2 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0 (0 ).h t h t g x t h t g x t t T      

Тогда из (3.1)–(3.4) соответственно находим 
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Из неравенств (3.5)–(3.7) заключаем: 
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Итак, можно доказать следующую 
Теорема 3.1. Пусть выполнены условия 1–6 

и справедливо неравенство  
( ( ) 2)( ( )( ( ) 2) ( ) ( )) 1,A T B T A T C T D T      (3.9) 

тогда задача (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9) имеет в ша-

ре  3 ( ) 2
T

R E
K K z R A T     пространства 

3
TE  единственное решение. 

Доказательство. В пространстве 3
TE  рас-

смотрим уравнение 
,z z                             (3.10) 

где { , , },z u a b  компоненты ( , , ) ( 1,2,3),i u a b i   

оператора ( , , ) ,u a b  определены правыми частя-

ми уравнений  (2.9), (2.15) и (2.16) соответственно. 
Аналогично (3.8) получаем, что для любых 
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Тогда из оценок (3.11) и (3.12), с учетом 
(3.9) следует, что оператор   действует в шаре 

RK K  и является сжимающим. Поэтому опера-

тор   в шаре RK K  имеет единственную не-

подвижную точку { } { , , },z u a b  которая являет-

ся решением уравнения (3.10), т. е. является в 
шаре RK K  единственным решением системы 

(2.9), (2.15) и (2.16).  
Тогда функция ( , ),u x t  как элемент про-

странства 3
2, ,TB  непрерывна и имеет непрерыв-

ные производные ( , )xu x t  и ( , )xxu x t  в .TD  

Теперь из (2.12) получаем: 
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Отсюда следует, что ( , ),tu x t  ( , ),txu x t  ( , )txxu x t  

непрерывны в .TD  

Из уравнения (2.4) имеем: 
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Из последнего соотношения следует, что 
функция ( , )ttu x t  непрерывна в .TD  

Легко проверить, что уравнение (1.1) и ус-
ловия (1.2), (1.3), (1.8), (1.9) удовлетворяются в 
обычном смысле. Значит, { ( , ), ( ), ( )}u x t a t b t  яв-

ляется решением задачи (1.1)–(1.3), (1.8), (1.9).  
В силу следствия леммы 2.1, оно единственно в 
шаре .RK K                                                            

С помощью теоремы 1.1, в силу теоремы 
2.1, непосредственно вытекает однозначная раз-
решимость исходной задачи (1.1)–(1.5). 

Теорема 3.2. Пусть выполняются все усло-
вия теоремы 3.1 и 1( ) 0 (0 ),p t t T    
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Тогда задача (1.1)–(1.5) имеет в шаре 

 3 ( ) 2
T

R E
K K z A T    единственное классиче-

ское решение. 
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