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Введение 
Пусть система 1 1

1( , , )ch ch
kf f ch1f  состоит 

из функций, представимых рядами Фурье по 
многочленам Чебышёва ( ) cos( arccos )nT x n x  

первого рода 

1 0

1

( ) ( ), 1, , ,
2

j
ch j
j l l

l

a
f x a T x j k





         (0.1) 

с действительными коэффициентами, которые  
сходится при всех [ 1,1].x   Обозначим чере k

  

множество всех k-мерных мультииндексов 

1( , , ),km m m 


 являющихся упорядоченным 

набором k целых неотрицательных чисел. По-
рядком мультииндекса 1( , , )km m m 


 назовём 

сумму 1: .km m m    

Зафиксируем индекс 1n   и мультиин-

декс 1( , , ) k
km m m   

   и рассмотрим следую-

щий аналог задачи Эрмита – Паде для ch1f   
[1, гл. 4, §1]:  

Задача .ch1A  Для системы функций ch1f  
найти тождественно не равный нулю многочлен  

1 1
,

0

( ) ( ; ) ( )
m

ch ch
m n m p p

p

Q x Q x u T x


  ch1f  

и многочлены  

1 1
, ,

0

( ) ( ; ) ( ),
j

j

n
ch ch j
j n n m p p

p

P x P x v T x


  ch1f  

,j jn n m m    

чтобы для 1, ,j k   

1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ).ch ch ch j
m j j l l

l n m

Q x f x P x a T x


  

      (0.2) 

Определение 0.1. Если пара 1 1( , ),ch ch
mQ P  где 

1 1 1
1( , , )ch ch ch

kP P P   является решением задачи 

,ch1A  то рациональные дроби 
1

1 1 1
, , 1

( )
( ) ( ; ) ( ; ) ,

( )j

ch
jch ch ch

j j n n m ch
m

P x
x x x

Q x
     ch1 ch1f f  

j = 1, …, k, 
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будем называть линейными аппроксимациями 
Эрмита – Чебышёва 1-го рода для мультииндек-
са ( , )n m


 и системы .ch1f  

Определение 0.2. Нелинейными аппрокси-
мациями Эрмита – Чебышёва 1-го рода для муль-
тииндекса ( , )n m


 и системы ch1f  назовём рацио-

нальные дроби 
1

1 1 1
, , 1

ˆ ( )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ; ) ( ; ) ,

ˆ ( )j

ch
jch ch ch

j j n n m ch
m

P x
x x x

Q x
     ch1 ch1f f  

где многочлены  
1 1

,
ˆ ˆ( ) ( ; ),ch ch

m n mQ x Q x ch1f  1 1
, ,

ˆ ˆ( ) ( ; )
j

ch ch
j n n mP x P x ch1f  

( ),j jn n m m    степени которых не превыша-

ют соответственно m и ,jn  подобраны так, что 
1

1

1
1

ˆ ( )
ˆ( ) ( ), 1, , .

ˆ ( )

ch
jch j

l lch
l n m

j

m

P x
f x a T x j k

Q x



  

     

В том случае, когда 1,k   т. е. система ch1f  

состоит из одной функции 1
1 ,chf  основные свой-

ства линейных и нелинейных аппроксимаций 
Эрмита – Чебышёва (в этом случае их называют 
линейными и нелинейными аппроксимациями 
Паде – Чебышёва; подробнее о терминологии см. 
[2]) описаны достаточно подробно (прежде всего 
см. [2]–[4] и приведённую там литературу, а 
также [5]–[13]). Например, хорошо известно, что 
линейная аппроксимация Паде – Чебышёва все-
гда существует, но в отличии от классической 
аппроксимации Паде степенного ряда, вообще 
говоря, не единственна. Нелинейная аппрокси-
мация Паде – Чебышёва не всегда существует, 
но в случае существования всегда единственна. 
Имеются примеры сходящихся рядов 1

1
chf  (см. 

[14], [15]), для которых  нелинейные аппрокси-
мации Паде – Чебышёва существуют и единст-
венны, но при каждом n не являются линейными 
аппроксимациями Паде – Чебышёва. Аналогич-
но, при любом 1k  имеются примеры систем 

функций ch1f  (см. [9]), для которых существуют 
нелинейные аппроксимации Эрмита – Чебышёва, 
не являющиеся линейными аппроксимациями 
Эрмита – Чебышёва.  

Рассмотрим теперь другой тип аппроксима-
ций Эрмита – Чебышёва. Предположим, что сис-
тема 2 2

1( , , )ch ch
kf f ch2f  состоит из функций, 

представимых рядами Фурье по многочленам 

Чебышёва 
2

1
( ) sin( arccos )

1
nU x n x

x



 второго 

рода 

2

1

( ) ( ), 1, , ,ch j
j l l

l

f x b U x j k




          (0.3) 

с действительными коэффициентами, которые 
сходятся при всех [ 1,1].x   Если вместо рядов 

(0.1) взять ряды (0.3), то конструкции, аналогич-
ные предыдущим, приводят к линейным и  

нелинейным аппроксимациям Эрмита – Чебышё-
ва 2-го рода. Задача Эрмита – Паде для рядов 
(0.3) имеет вид: 

Задача .ch2A  Найти алгебраический много-

член 2 2
,( ) ( ; ),ch ch

m n mQ x Q x ch2f  2deg ,ch
mQ m  тожде-

ственно не равный нулю, и алгебраические мно-
гочлены 2 2

, ,( ) ( ; ),
j

ch ch
j n n mP x P x ch2f  ,j jn n m m    

чтобы для 1, ,j k   

2 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( ).ch ch ch j
m j j l l

l n m

Q x f x P x b U x


  

      (0.4) 

Определение 0.3. Если пара 2 2( , ),ch ch
mQ P  где 

2 2 2
1( , , )ch ch ch

kP P P   является решением задачи 

,ch2A  то рациональные дроби 
2

2 2 2
, , 2

( )
( ) ( ; ) ( ; ) ,

( )j

ch
jch ch ch

j j n n m ch
m

P x
x x x

Q x
     ch2 ch2f f  

1, , ,j k   
будем называть линейными аппроксимациями 
Эрмита – Чебышёва 2-го рода для мультииндек-
са ( , )n m


 и системы .ch2f  

Определение 0.4. Нелинейными аппрокси-
мациями Эрмита – Чебышёва 2-го рода для 
мультииндекса ( , )n m


 и системы ch2f  назовём 

алгебраические рациональные дроби 
2

2 2 2
, , 2

ˆ ( )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ; ) ( ; ) ,

ˆ ( )j

ch
jch ch ch

j j n n m ch
m

P x
x x x

Q x
     ch2 ch2f f  

где многочлены  
2 2

,
ˆ ˆ( ) ( ; ),ch ch

m n mQ x Q x ch2f  2 2
, ,

ˆ ˆ( ) ( ; )
j

ch ch
j n n mP x P x ch2f  

( ),j jn n m m    степени которых не превышают 

соответственно m и ,jn  подобраны так, что 
2

2

2
1

ˆ ( ) ˆ( ) ( ), 1, , .
ˆ ( )

ch
jch j

j l lch
l n mm

P x
f x b U x j k

Q x



  

     

В дальнейшем будем рассматривать только 
линейные аппроксимации Эрмита – Чебышёва, а 
основной темой исследований данной работы 
является нахождение условий на коэффициенты 
рядов (0.1) и (0.3), при которых линейные ап-
проксимации Эрмита – Чебышёва 1-го и 2-го 
определяются единственным образом. В случае 
единственности будем искать явный вид этих 
аппроксимаций. Доказательство основных тео-
рем работы существенно опирается на установ-
ленную в [10], [11] связь между линейными ап-
проксимациями Эрмита – Чебышева и тригоно-
метрическими аппроксимациями Эрмита – Паде 
системы функций, являющихся сумами соответ-
ствующих сходящихся тригонометрических ря-
дов. Отметим, что существование линейных ап-
проксимаций  

1( ; ),ch
j x ch1f  2 ( ; )ch

j x ch2f  ( 1, , )j k   
при 1k   доказывается также, как и в случае 

1k   (см. [5], [8]).  
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1 Тригонометрические аппроксимации 
Эрмита – Паде 

В этом разделе опишем ряд новых свойств 
тригонометрических аппроксимаций Эрмита –
Паде. Эти свойства будут  получены нами в виде 
следствий результатов работ [10], [11]. 

Пусть 1( ,..., )t t
kf ftf  – набор тригономет-

рических рядов 

 0

1

( ) cos sin , 1, , ,
2

j
t j j
j l l

l

a
f x a lx b lx j k





     (1.1) 

с действительными коэффициентами. Считаем, 
что ряды (1.1) сходятся при всех x  и каждый 

ряд определяет функцию ,t
jf  заданную на всей 

действительной прямой. Зафиксируем индекс 
1n   и мультииндекс 1( , , )km m m 


 и для 

системы tf  рассмотрим  тригонометрический 
аналог задачи Эрмита – Паде: 

Задача .tA  Для тригонометрических рядов 
(1.1) найти тождественно не равный нулю три-
гонометрический многочлен ,( ) ( ; ),t t

m n mQ x Q x tf  

deg t
mQ m  и такие тригонометрические много-

члены  

, ,( ) ( ; ),
j

t t
j n n mP x P x tf  deg ,t

j jP n  ,j jn n m m    

чтобы  
( ) ( ) ( )t t t

m j jQ x f x P x   

1

( cos sin ), 1, , .j j
l l

l n m

a lx b lx j k


  

        (1.2) 

Условиями (1.2) многочлены ,t
mQ  1 , ,t t

kP P  

находятся с точностью до числового множителя. 
Однако, их неединственность может быть и бо-
лее существенной (см. [10], [11]). 

Определение 1.1. Будем говорить, что за-
дача tA  имеет единственное решение, если это 
решение единственно с точностью до числового 
множителя, т. е. для любых двух решений 

( , )t t
mQ P  и ( , )t t

mQ P  задачи tA  существует чис-

ло ,  что  

( , ) ( , ).t t t t
m mQ P Q P    

Здесь 1: ( , , ),t t t
kP P P   1: ( , , ).t t t

kP P P      

Определение 1.2. Если пара ( , )t t
mQ P  явля-

ется решением задачи ,tA  то тригонометриче-
ские рациональные дроби 

, ,

( )
( ) ( ; ) ( ; ) , 1, ,

( )

t
jt t t

j j j n m t
m

P x
x x x j k

Q x
       t tf f  

будем называть тригонометрическими аппрок-
симациями Эрмита – Паде (совместными ап-
проксимациями Эрмита – Фурье) для мультиин-
декса ( , )n m


 и системы .tf  

В отличие от аппроксимаций Паде степен-
ного ряда тригонометрические аппроксимации 
Эрмита – Паде определяются, вообще говоря, не 

однозначно, в то время как задача tA  всегда 
имеет решение [10], [11]. В том случае, когда 
задача tA  имеет единственное решение, триго-
нометрические аппроксимации Эрмита – Паде 

 
1

( ; )
kt

j j
x


 tf  определяются однозначно. При 1k   

достаточное условие единственности решения 
задачи tA  получено в [5]. Для произвольного 

1k  необходимое и достаточное условие единст-

венности решения задачи tA  установлено в [10], 
[11]. Для его формулировки введём обозначения.  
 Запишем ряды (1.1) и многочлены 

( ), ( )t t
m jQ x P x  в комплексной форме:  

( ) ,t j ilx
j l

l

f x c e




                       (1.3) 

( ) , ( ) ,
j

j

nm
t ipx t j ipx
m p j p

p m p n

Q x u e P x v e
 

       (1.4) 

где  

0
0, , , , ,

2 2
1, , ; 1,

j j j
j j j j jl l

p p l l l

a a ib
u v c c c c

j k l




   

   

  

Тогда равенства (1.2) примут вид 

 
1

( ) ( ) ( )

, 1, , .

t t t
m j j

j ilx j ilx
l l

l n m

Q x f x P x

c e c e j k





  

 

     
 

Рассмотрим матрицы и определители, эле-
ментами которых являются коэффициенты три-
гонометрических рядов ( )t

jf x  системы .tf  Каж-

дому l  поставим в соответствие матрицы-
строки 

 1 1 1 1... .. ,.:j j j j j j j j
l l m l m l l l l m l mc c c c c cc         

1, , ,j k   а действительному числу x  – матри-

цу-строку  

 ( 1) ( 1)( ) : ... 1 ... .t imx i m x ix ix i m x imx
mE x e e e e e e      

Для заданного {1, , },j k   фиксированных ин-

декса 1n   и ненулевого мультииндекса 

1( , , )km m m 


 в предположении, что 0,jm   

определим матрицы порядка (2 1)jm m   

1

1

:

j j

j j

j

j
n m

j
n mj

j
n

F



 




 
 
 

  
 
 
 








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1 2 1

1 1
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j j j j j j

j j j j j j

j j j

j j j
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j j j
n m m n m m n m m

j j j
n m n m n m
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c c c

      

        

    
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 

 
  

    
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1

2:

j

j

j j

j
n

j
nj

j
n m

F

 

 


 

 
 
 

  
 
 
 








 

1 2 1

2 3 2

1

.

j j j

j j j

j j j j j j

j j j
n m n m n m

j j j
n m n m n m

j j j
n m m n m m n m m

c c c

c c c

c c c

        

        

         

 
 

 
  

    
  

 

Введём в рассмотрение определитель по-
рядка 2 1m   

2 1 1 2

( , ; ) :

: det ( ) :
Tk t k

m

D n m x

F F F E x F F F     



     



 

1

1

: det .( )

k

t
m

k

F

F

E x

F

F









 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 





 

В случае, если 0,jm   считаем, что определи-

тель ( , ; )D n m x


 не содержит блок-матриц .jF  

Обозначим через  , ( )t
n mH tf  матрицу порядка 

2 (2 1),m m   полученную из элементов опреде-

лителя ( , ; )D n m x


 после удаления в нём ( 1)m  -

ой строки ( ).t
mE x  Если в определителе ( , ; )D n m x


 

строку ( )t
mE x  заменить на строку ,j

l  получим 

новый определитель ( , ).j
ld n m


  

Теорема 1.1 [10], [11]. Задача tA  всегда 
имеет решение. Для того, чтобы для фиксиро-
ванного  мультииндекса ( , ),n m


 (0, ,0)m  


 и 

системы tf  задача tA  имела единственное ре-
шение, необходимо и достаточно, чтобы 

, ( )t
n mH tf  была матрицей полного ранга, т. е. 

, ( ) 2 .t
n mrankH mtf  

 Если , ( ) 2 ,t
n mrankH mtf  то при определён-

ном выборе нормирующего множителя для ре-
шений задачи tA  справедливы представления: 
при 1, ,j k   

 ( ) ( , ; ),t
mQ x D n m x


                   (1.5) 

( ) ( , ) ,
j

j

n
t j ipx
j p

p n

P x d n m e


  
              (1.6) 

 
1

( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) .

t t t
m j j

j ipx j ipx
p p

p n m

Q x f x P x

d n m e d n m e





  

 

        (1.7)  

Следствие 1.1. Если , ( )t
n mH tf  является 

матрицей полного ранга, то коэффициенты 
многочленов (1.5) и (1.6) являются действитель-
ными числами. 

Рассмотрим две системы 1 1
1( , , ),t t

kf f t1f  
2 2

1( , , )t t
kf f t2f  тригонометрических рядов, 

которые ассоциированы с системами (0.1) и (0.3): 

1 0

1

( ) cos ,
2

j
t j
j l

l

a
f x a lx





   

2

1

( ) sin .t j
j l

l

f x b lx




   

Следствие 1.2. Для системы t1f  формулы 
(1.5)–(1.7) принимают вид: 

0 0

( ; ) cos , ( ; ) cos ,
jn

t t j
m p j p

p

m

p

Q x u px P x v px
 

  t1 t1f f  

 
1

( ) cos ,t t t j
m j j p

p n m

Q f P x h px


  

    

где ,pu  ,j
pv  2 ( , )j j

p ph d n m


 – действительные 

числа. 
Следствие 1.3. Для системы t2f  формулы 

(1.5)–(1.7) принимают вид: 

0

( ; ) cos ,t
m p

p

m

Q x u px


 t2f               (1.8) 

0

( ; ) sin ,
jn

t j
j p

p

P x v px


 t2f                (1.9) 

 2

1

( ) sin ,t t t j
m j j p

p n m

Q f P x h px


  

        (1.10) 

где ,pu  ,j
pv  2 ( , )j j

p ph id n m
  – действительные числа. 

Доказательство следствия 1.3. Следствие 
1.1 доказано в [11], а следствие 1.2 доказывается 
аналогично следствию 1.3. 

Для системы t2f  получаем, что 0 0,c   

,
2
l

l

b
c i   ,l lc c    1,2,l    В этом случае 

блок-матрицы jF  этой системы имеют вид: 

1

1 1

,
j j j j j j

j j j

j j j
n m m n m m n m m

j

j j j
n m n m n m

c c c

F

c c c

      



    

 
 

     
  
 

 

1 2 1

1

.
j j j

j j j j j j

j j j
n m n m n m

j

j j j
n m m n m m n m m

c c c

F

c c c

     



      

    
 

     
     
 

 

Поэтому нетрудно убедится, что множители при 
степенях ipxe  и ipxe  в правой части равенства 
(1.5) совпадают, а в равенствах (1.6) и (1.7) 

( , ) ( , ), 1, 2, , 1, , .j j
p pd n m d n m p j k        

Отсюда следует справедливость равенств (1.8)–
(1.10). Заметим также, что Re{ ( , )} 0.j

pd n m 


       
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2 Единственность линейных аппрокси-
маций Эрмита – Чебышёва 

Основными результатами работы являются 
следующие теоремы. 

Теорема 2.1. Пусть для мультииндекса 
( , ),n m


 (0, ,0)m  


 матрица , ( )t
n mH t1f  имеет 

полный ранг, т. е. , ( ) 2 .t
n mrankH mt1f  Тогда  

 1) для системы t1f  решение задачи ch1A  
существует и единственно; 
 2) линейные аппроксимации Эрмита – Че-
бышева 1

1{ ( ; )}ch k
j jx  t1f  условиями (0.2) опреде-

ляются однозначно; 
 3) при соответствующей нормировке спра-
ведливы представления: 

 1( ; ) arccos ; ,ch t
m mQ x Q xt1 t1f f  

1( ; ) (arccos ; ),ch t
j jP x P xt1 t1f f  

 1 1 1

1

( ) 2 ( , ) ( ),ch ch ch j
m j j p p

p n m

Q f P x d n m T x


  

     

где многочлены , ( ; ),t
n mQ  t1f  ( ; )t

jP  t1f  определя-

ются равенствами (1.5), (1.6). 
Теорема 2.2. Пусть для мультииндекса 

( , ),n m


 (0, ,0)m  


 матрица , ( )t
n mH t2f  имеет 

полный ранг, т. е. , ( ) 2 .t
n mrankH mt2f  Тогда  

 1) для системы t2f  решение задачи ch2A  
существует и единственно; 
 2) линейные аппроксимации Эрмита –Чебы-
шева 2

1{ ( ; )}ch k
j jx  t2f  условиями (0.4) определя-

ются однозначно; 
 3) при соответствующей нормировке спра-
ведливы представления: 

  2 ( ; ) arccos ; ,ch t
m mQ x Q xt2 t2f f        (2.1) 

2

2

1
( ; ) (arccos ; ),

1

ch t
j jP x P x

x



t2 t2f f   (2.2) 

 2 2 2

1

( ) 2 ( , ) ( ),ch ch ch j
m j j p p

p n m

Q f P x id n m U x


  

   
(2.3) 

где многочлены , ( ; ),t
n mQ  t2f  2 ( ; )t

jP  t2f  определя-

ются равенствами (1.5), (1.6), а ( , )j
pid n m


 – дей-

ствительные числа. 
Доказательство теоремы 2.2. Теорема 2.1 

доказывается аналогично.  
Рассмотрим ассоциированную с системой 

2 2
1( , , )ch ch

kf f ch2f  систему тригонометриче-

ских функций 2 2
1( , , ).t t

kf f t2f  На отрезке 

[ 1,1]  справедливы тождества  

2 2 2(arccos ) 1 ( ), 1, , .t ch
j jf x x f x j k     

Поскольку матрица  , ( )t
n mH t2f  имеет полный 

ранг, то по теореме 1.1 для системы t2f  задача 
tA  имеет единственное решение. Согласно след-

ствию 1.3 в этом случае для тригонометрических 

многочленов Эрмита – Паде справедливы фор-
мулы (1.8)–(1.10). Заменим в равенствах (1.8)–
(1.10) x на arccos ,x  а затем разделим  равенства 

(1.9) и (1.10) на 21 .x  В результате получим 

 
0

arccos ; ( ),
n

t
m p p

p

Q x u T x


 t2f   

2
0

(arccos ; )
( ),

1

t n
j j

p p
p

P x
v U x

x 





t2f

  

2 2

2

1

(arccos ; )
(arccos ; ) ( )

1

( ),

t
jch ch

m j

j
p p

p n m

P x
Q x f x

x

nh U x


  

 


 

t2
t2

f
f


 

где 2 ( , )j j
p ph id n m

  – действительные числа. От-

сюда следует справедливость равенств (2.1)–
(2.3).                                                                          

Замечание. Теоремы 2.1 и 2.2 являются но-
выми и представляют самостоятельный интерес 
и в случае, когда 1.k   Так в работе [8] при 

1k   достаточные условия единственности ли-
нейных аппроксимаций Паде – Чебышёва 1-го 
рода получены только для верхней части табли-
цы Паде – Чебышёва (в условии предполагается, 
что 1).n m   Доказательство основного резуль-

тата в этой работе основано на описании струк-
туры ядра некоторых теплиц-плюс-ганкелевых 
матриц, элементами которых являются коэффи-
циенты ряда 1 ( ).chf x  В частности, в [8] установ-

лено, что для единственности линейной аппрок-
симации Паде – Чебышёва достаточно, чтобы 
соответствующая теплиц-плюс-ганкелева матри-
ца имела полный ранг. Отметим, что в отличии 
от матрицы , ( )t

n mH t1f  при 1,k   теплиц-плюс-

ганкелева матрица в [8], описывающая достаточ-
ные условия единственности, имеет существенно 
более сложную структуру. По этой причине 
сравнить (проверить эквивалентность!) доста-
точные условия в [8] и в теореме 2.1 при 1k   и 

1,n m   похожие своими формулировками, не 
представляется возможным. 

Отметим также, что для линейных аппрок-
симаций Паде – Чебышёва 2-го рода задача на-
хождения достаточных условий единственности 
до настоящего времени не исследовалась.  
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