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ОБ АСИМПТОТИКЕ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА
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(Представлено академиком Н. Н. Красовским 5 V 1971)

Вопросам асимптотического поведения решений дифференциальных 
уравнений с периодическими коэффициентами и запаздываниями посвя
щен ряд работ (см., например, (*~ 3)). В них рассмотрены вопросы асимп
тотической устойчивости, асимптотические разложения решений и т. д.

Мы будем заниматься задачей определения порядка роста резольвент
ных ядер Rm (t, s) системы

t п
(t) -1- j 2 (t, S) X (S — gm (s)) ds (1)

0 m=l
с почти-периодическими (п.п.) ядрами и запаздываниями, частным случа
ем которой является система дифференциальных уравнений с п.п. коэффи
циентами и запаздываниями. При этом г-вектор /(Z), г X r-матрицы Km(t. 

df
s) и функции gm(t) таковы, что система (1) имеет вСв (D = {(t, s): 0

s Й7 t < оо}) единственное решение *.  Заметим, что уравнения такого 
типа возникают, например, при исследовании задач импульсной техники 
(см. О).

Будем говорить, что вектор-функция /(0^^, если /(Z)e Qo,«>) и п.п. 
в смысле Бора (6); матрица K(t, $)е82, если K(t, s)^CD и для Vs > 0 
Я{т;,} cz R+ (k = 0, 1, 2,...; То = 0) относительно плотное и такое, что

\\K(t ф- ТА, S + Tft)— K(t1 s) || < S,
t
J || К (Z + Tfe, s + Tfe) — К (t, s) || ds < s, 
о

где норма матрицы понимается как норма оператора в эвклидовом вектор
ном пространстве Е,.. Положим т*  = йир(т(1— те-Д, где {т,,} —общее мно

жество s-смещений Km(t, s) и gm(t) (m = 1,..., n). Введем матрицы 
s, g) (m=l,...,n), определенные при (t, s)^D и Vg e [0, oo) 

следующим образом (k = 0, 1, 2,...):

,, , G V, s £ €= [0, Tj), В + Tft s<^ ^-|-T/i+1,
,S’ \Km(t,sA-4), SG[TA,T.+1), (2)

Если положим теперь Km (t, s) = K.m(t, s, s) и обозначим резольвенту ядра 
Km (t, s) через Rm (t, s), то оказывается справедливой

Теорема 1. Пусть при m = 1, . . . , п gm (t) <= Km (Z, s) e S2. 
Тогда, если

Il7?„ (Z, s) II Ci expfa (t — s) ],
TO
__________ \\Rm(t, s) !| (ct + s)exp[ (a + s) (z — 5)].

* Как показано в (4), для этого достаточно выполнения условий (m = 1, ..., п): 
5)еСЯ1 Km(t, s) = 0 при s > t; gm(t) е С[о, «.J и неотрицательны; и, если

Ео = {t: t — gm(l) sg О, 0 С t < 00}, то Z(t) e C[o, и e„ sup \ f(t) | < с. В дальпей- 
t^E о

шем эти условия будем предполагать выполненными.
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В силу этой теоремы и результатов (7) поставленная задача сводится к 
отысканию порядка роста резольвентных ядер Rm(t, s) системы вида (1) с 
ядрами Кт (t, s).

Теорема 2. Пусть
<х>

Пт si = 2 Rm G Xki s), (3)
fe=O

<lf __
g = {(£, «): 0sCs<:^<;s4-t*<^  2т*},  T = lim (rk/k).

* [А-p] и [Ze / р] означают, как и обычно, целые части чисел Ар и к / р соответ
ственно.
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/<—>oo
Если H-Rm (t, s) II c expl. ct (t—s)] при (t, s] = D,tos, а) аналитич
на при (t, s)^i5 внутри круга | Л | < г, г = ехр (—аТ).

Обратно, если при {t, s)p=^ матрица Rm(t, s, А) аналитична внутри 
круга |Х| < г, то

||Ят(£, s) || sg Ci exp[a(i — s)], (t,s)<=D, ct=—(lnr)/T.
Таким образом, для определения порядку роста Rm (£, s) необходимо 

знать область аналитичности по А. матрицы R-,.(t, s, Л) при (t, s)^ g. По
ложим

S = {(t, g, s}: 0 <s С I < i< s + < 2t‘},
Rm (t + ts, s) = Rmk(t, s), k = 0, 1, 2,...

Теорема 3. Пусть известны Rm(t, В, s)— резольвенты ядер К (t, 
g, s) при ей, m = 1,. .. , n.

Тогда
R-mk s) — s> s) +

n k—1 s+'c;+l~Tj
+ 2 2 j Ф-/(£Д, s)7?m(g — g^g) + t7, s, s)dg, 

2=1 y=0 S
Ф{/ (^, ?! S) = Kl(t + I + Xjl s) 4-

n t
+ 2 J R1 (z> n, s) Ki (n - gt (n) + xk! ? + Ti! s) dll-

l—l s
Эта теорема позволяет определить коэффициенты ряда (3) по значени

ям Rm (£, g, s) лишь в конечной области. Задача же определения Rm (£. с, s) 
при (£,£,$) ей допускает применение приближенных методов.

Важным частным случаем рассматриваемой системы является система 
вида (1) с периодическими по двум аргументам ядрами и периодически
ми запаздываниями.

Пусть Яю, 9е R такие, что

Km(t + со, s ю)= Km(t, s); g,„(t 4-6) = gm(t), m=i,...,n.

Остановимся на случае, когад и и 0 несоизмеримы: со = а0, а е 7. Тогда, f
если K,„(t, s) равномерно непрерывны в D, ( \\Km(th, s + h) — 

о
— Km (£, s) \\ds 0 при h ->• 0 равномерно no /. e [0. oo), то, как нетрудно 
показать, Л'т(£, .s)ceS92 с кратными 9 элементами {tJ. Явные выражения 
для т*  дает

Теорема 4. Пусть заданы е>0 и а [a0; ah а2,. . ., ап+г, . . . J- 
Пусть, далее, рп/ qn и pn+l / qn+l — подходящие дроби числа а такие, что 
1 / ?п+1 < е / 0.

Тогда за элементы {т*}  можно принять либо
xh = (крп + [Лр]рп+1)0 *,  к = 0, 1, 2,...,



либо
т; = ([*/₽]  рп+крп^в

В(1, 3) =

где р — [а„+2; ап+з].
В качестве примера рассмотрим систему

t
^■(0 = /(0 + J A(t)B(s)x(s — g (s))ds, (4)

О
где г X w-матрица A(t) и nr X r-матрица B(t) со-периодичны; 
g(t-(-Q) =g(i), со = а9, ае/. В этом случае вспомогательное ядро 
K(t, s) = A (t)B(s), причем
J(i) =A(t — Tft), £ e= [тА, тЛ+1) (*  = 0,1,2,...); B(s)=B(s,s),

В (s — xk), s GE [g + £ + T*+i),  5 €= [0, t1),
В (| — xk, s), s GE (0, oo), £ GE 1т/е, rA+i), к = 0, 1, 2,. . .

Далее, коэффициенты ряда (3)
ЯД*,  s) = Ф(*,  s) \Е + 7\(s)J . . . \Е 4- 71(s)]S(s), (5)

где

Ф(«, s) = A(t) 4- J R(t, £, s)A(l — g(^))dl,

s+’£+l~T/e
r/?(s)= J 19 (М)Ф (!,«)<£.

s
Теорема 5. Пусть существует такое к0 1, что

А о—1
supliП [£+7’nfro-ie)i|l = A (« = 1,2,...). 
п {=0

Тогда ||ЯД*,  s) || '< С ехр (*(1п/г)  / к„) (к — к0, ка -ф 1,...).
В частности, для системы (4) с g(t) = 0 и A(t) и B(t) w-периодич- 

пыми из (5) следует
Rk(t, s) = Rh(t, s) = Ф(1, s) [E + T(s)]kB(s),

где принято
t s-ш

Ф(1,в) =A(t) + $ R(t,l)A(&dl, T (s) = f 
s s

Если теперь собственные значения матрицы В 4- Т (s) по модулю 
меньше единицы (как показано в (8), они не зависят от s), то условия 
теоремы 5 оказываются выполненными с h < 1. Отсюда в силу теоремы 2 
система (4) (g(t) = 0) оказывается устойчивой по отношению к возму
щениям f(t) и теорема 5 обобщает, таким образом, известный признак Ля
пунова об устойчивости систем дифференциальных уравнений с периоди
ческими коэффициентами (9) (см. по этому поводу также (®)).
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