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Рассматривается однородная проблема Милна — задача об определении 
поля монохроматического поляризованного излучения в полубесконечноп 
плоской рассеивающей и поглощающей атмосфере z > 0 при отсутствии 
падающего на границу z = 0 внешнего излучения. Предполагается, что 
закон рассеяния определяется угловой матрицей P(0S) = kPK(0s), где 
Рд(68) —угловая матрица консервативного рэлеевского рассеяния, X — 
величина альбедо акта рассеяния ((1 — X) — вероятность истинного по­
глощения в акте), 0,— угол рассеяния. Мы рассмотрим случай А < 1, 
предполагая, что Ъ не зависит от оптической толщины. Как и в консерва­
тивном случае, при л < 1 задача допускает азимутально однородное ре­
шение, отвечающее полю линейно поляризованного излучения, которое 
полностью определяется двумерным вектором ЧДз, р), компоненты кото­
рого являются линейной комбинацией двух первых параметров Стокса 
Z(z, р) и Q(z, р), где р = п<о, п — единичный вектор внутренней нормали 
к поверхности z = 0, « — единичный вектор направления распростране­
ния излучения в данной точке.

Однородная проблема Милна с консервативным рэлеевским рассеянием 
(X = 1) решена в квадратурах (1_3). Проблема Милна с инсоляцией с уг­
ловой матрицей АРя(0,) решена в (4) для произвольного угла падения 
внешнего излучения на границу (^(z, р)—четырехмерный вектор). Ре­
шение выражено через скалярные Я-функции Амбарцумяна — Чандрасе­
кара и матричные функции второго порядка А(ц), удовлетворяющие мат­
ричным нелинейным интегральным уравнениям, аналогичным скалярным 
уравнениям для Я-функций. Функции Я(р) найдены численно для ряда 
значений А. Уравнение переноса линейно поляризованного излучения с 
угловой матрицей ХРл(08) исследовалось методом Кейза (5~7). Так, Моу- 
рад и Сиверт (5) построили полную систему собственных векторов урав­
нения, состоящую из пары регулярных и континуума сингулярных собст­
венных векторов. Теоремы полноты доказаны путем исследования систе­
мы парных сингулярных интегральных уравнений. Задачи для полупро­
странства, однако, ими не решены. Функция Грина для бесконечной сре­
ды для двумерного векторного уравнения переноса построена в (6); в (7) 
решена неоднородная проблема Милна с распределенным падающим излу­
чением. Коэффициенты разложения по собственным функциям дискрет­
ного и непрерывного спектра находятся как решение системы сингуляр­
ных интегральных уравнений. Авторами использована теория систем 
сингулярных интегральных уравнений, развитая Манджавидзе и Хведе- 
лидзе, и установлено существование канонического решения рассматри­
ваемой ими системы.

В настоящей работе решение однородной проблемы Милна получено 
в виде суммы квадратур, содержащих компоненты функции углового рас­
пределения выходящего излучения (закон потемнения). Последние явля-
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ются решением системы двух несингулярных интегральных уравнений 
Фредгольма второго рода. (Ср. (37), (35), (36)).

Двумерный вектор ^(z, р), описывающий поле линейного поляризо­
ванного излучения, является решением уравнения переноса

1
+ф(2,и)= £(br')ip(z,nW (1)

—1
с граничным условием

Ф(0, р) = 0, и > 0. (2)

Решение задачи (1), (2) ищется в классе функций с асимптотикой

Ф(г, р) — О(е5»-), z-> оо, 0 < s0 < 1. (3)

В качестве вектора 4r(z, р) можно выбрать, вообще говоря, любую ли­
нейную комбинацию параметров Стокса 7(z, р) и Q(z, р), и этим выбором 
определяется ядро Р(р, рЛ) уравнения (1). Мы выберем представление, в 
котором Yj = Z(z,pi), 4*,2 = (?(z, р). В этом случае

Р (р, ц') = Рг (р) /3+ (и') = Аг + Л2р3 + [Л3 + Ли2] И'2,

1+Н
2 г 2 [/2(1-р2) -(1-И.

(5)

(А, а2, а3, А,-- известные числовые матрицы, символом Р+ обозначена
матрица, эрмитово сопряженная Р).

Пусть Т'(3 -— к-й момент функции 4е(з, ц), 
1

Ф*(г) = J р*Ф(г, p)dp. (6)
—1

Нетрудно получить систему обыкновенных дифференциальных уравнений, 
вытекающую из (1) и связывающую ФДг) при различных к. в частности,

ЙФ1 (z)/dz = [Л + 4- Л] - I} 4я (z) + [Л ч- 4" 1 ч*2 й; (7)

<№(z) / dz = -^(z). (8)

(Здесь I — единичная матрица второго порядка). Обращая дифференци­
альный оператор в левой части уравнения (1) и привлекая систему урав­
нений (7), (8), для 4r(z, р) найдем выражение

Ф(з, ц) = P(z, р)
И-Зра ~
3(1 — р3)

0, ее 
+ Д(р) j

Z

(9)

Я (z, р) = -(42Хз^) 1^1 (Z) + ^2 (Z)] - м(0) -4 Ц (0) ] е-м

(Верхний предел интеграла в (9) равен 0 при ц>0 п со при р <0.)
Введем теперь образ Лапласа функции Wk(z):

ф*(з) = J Ф° (Z) e-sz dz. (12)

о
Используя (7) и (8), можно найти связь между Oz(s) и ®°(s), а затем из
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(13)
(1) получить интегральное уравнение для Фэ($); 

[7-Л(5)]Фо(«) = T(s) [Т‘(0) -sT2(0)] + G(s),

s2 (s2 — A2) (s2 — 1)
(27) 

+у-]-гоо
T±(s) = exp|JL 0<Y<l; (2*\

+y—
т (s) = (s2 — 1) Qo (s)/s2 (№ — A2);

(s)= i угха^и)с1{и) + ^(и)н^и)
' 7 2л i j u2r+ (u) (u — б) ’

—Yi — ix.
„ _ 1 _УС+г3° Q3 (“) Hl (u) + ». (u) Hi (и)

Л } ’ 2лi ,) (M4_1)T+
— Yi—i°°

4
<2Д*) = 2 DnSn,

n=0

811

(S) = 2 (4s2 — ЗХ) Х

- (3s2 - 1 - I) Lo (s) - [s2 - 3 (1 - X)] L2 (s)
[S2_3(i_X)][L0(S)-Z2(s)1

Lo (s) - 3L2 (s)

(s2 —1)[L0(s) —3A2(s)J 1
3 (s2 — 1) [Lo (s) — Z2 (s)] J’

(14)

(15)
Lo (s) ЗЛ2 (s)

3 (s) L2 (s)]2(4s2-3^)[3[L0(s)-L2(s)]
L0 (s) = 4"ln T=“T ’ £2(s) = s-2 [7>o(s) —11;

—1

(16)

(17)

X

Из уравнения (13) находим независимые уравнения для компонент век­
тора O°(s) :

Qo (s) Ф« (s) = Q, (s) G, (s) + Q2 (s) Я2 (s); (18)
Qo (s) [(s2 - 1) Ф(’ (s) + (0) + (0) - s (T? (0) + T2 (0))] =

= Q3(s)^1(s) + Q.1(s)^2(s); (19)
Qo (s) = (s2 - j Det j7 - A ] = s2 11 - (Lo - L2)] [1 - (Ao - L2)] -

ЗА, (1 X) ( r q т \.
4 k7j0 °Ь2Ъ (20)

Qi (S) = S2 _ (s2 _ 1)(LO - Ла); (21)

Q2 (s) = (Lo - 3L2); (22)

Q3 (;;)--4 Is"-3(1 _X)](Ao-L2); (23)

Q4 (s) = S2

Я2(5) = (52
К независимым

- 4 - ([3s2 - 1 - M Lo - [s2 - 3 (1 - X)] L2}; (24)

H. (s) = (s2-l)G1(s),
- 1) G2 (s) +YJ (0) + Ti (0) - slT? (0) + T2 (0)]. (25)
скалярным уравнениям (18) и (19) удается применить

вариант метода Винера — Хопфа. Решения их получаются в виде
Фо (s) = C(s + l)-(,,2-l)P_W т_ (s). (26)

s- А,’..

Ф«(5)
{(s + 1) Qt (s) - (s2-l)2o_(s)} т_ (s)—s2 (s2— /ф{у1(0)+у1 (0)-s[ Y2 (0)+Y2 (0)]}

o<Yi<i;

o<y2<1;

(29)

(30)

(31)

(32)

4*



а ± Ао = ± к0(к) — единственная пара отличных от нуля действительных 
корней уравнения Q0(s) =0 (0 < к0 <Z 1). Коэффициенты С и Dn выра­
жаются через значения функций p_(s) и <t_(s) и их производных в точке 
s = 0. Численные значения для них определяются после того, как будет 
найдена функция ^(О, ц) (р < 0) углового распределения выходящего 
излучения, получающаяся из соотношения (8) при z = 0:

Функция 'F(C), р) определяется следующим образом. 1) Используя анали­
тические свойства функций £2ft(s), Gk(s) и Hh(s) получаем для р-\0) и 
а(2Ч0) формулы, связывающие их со значениями 4V(0) (к = 1, 2; 
т=1, 2) и некоторыми интегралами, содержащими функцию Чг(0, р); 
2) опираясь на априорную информацию об аналитической структуре 
G>°(s), приходим к соотношениям, связывающим ^‘(O), xF(2(0) и Т22(0) 
с ^/(О) (нормировочная константа задачи); 3) подставляя все эти соот­
ношения в формулу (33), получим систему двух несингулярных интег­
ральных уравнений Фредгольма для компонент функции ^(О, — ц). Эта 
система имеет вид

6 2 1

(0, - р) = Х10 (р) + 2 Х1т (ц) 2 j Ymn (р') Тп (0, - р') p'dp' + 
m=i п=1 о

2 1

+ 2 рп (И, И') Тп (0, -р') р dp'; (34)
n—1 0

2

Т2(0,-р) = Х21(р) 2Zn(p')Yn(O,p')p'dp', р>о, (35)
П=1

где Хпт (р), Уип(р), Zn(n), ЯДр, р') (777 = 1, .. ., 6; п = 1, 2) — из­
вестные функции, содержащие квадратуры. Производя обращение преоб­
разования Лапласа (27), (28), находим функцию 4го (z):

2 1

П(2) = (1 -М [^ (£<,)/’* + А2(к0)е~^]+ 2 jTW-p^Mpdp, 
m=l 0

(36) 
где-4i(/co), Л2(&о) и F,.m (z, р) известны.

Подробное изложение этой работы дано в (8).
Автор выражает глубокую благодарность М. В. Масленникову за весь­
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