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Пусть , , . , [L, - - - — последовательность независимы?; случайных
@@;?G8? с одинаковым распределением F. Обозначим через Дг„ число ве-

П

щсственных корней полинома (*) — 2 Как велико математнчо-
у=й

скос ожидание ЕЛГ ., ?
Впервые отот вопрос изучали Литтлы:уд и Оффорд, Первые асимпто¬

тически точные результаты получили Кац f1,1), Эрдош и Оффорд (*) , до¬

казавшие, что при л —* оо ЕЛ'\ ~ — - In п дли нескольких специальных

распределений F. принадлежащих области притяжения нормальпого зл-
Иопа; в последние годы ЗТИ результаты обобщены в двух наираклен них:
во-первых, доказано, что для всех распределений F, принадлежащих нор¬

мальной области црнтяжвния пормалыгого закона , при п->- оо справедли¬

во соотношение ( 4 )
Е {ЗДЛг )^0} ~ -11пл , еслнЕ^- О . (1 )

во-гторых, доказано, что если Г симметричное невырожденное устойчи¬

вое распределение, то (\ *)

E/V„~ #]nxt (п-нм ), (2)
где В — постоянная,

На самок деле соотношение (2 ) справедливо, если выполнены только
условия: 1) P{ jj — 0} — 0, 2 ) F принадлежит области притяжения
какого-нибудь невырожденного устойчивого распределения . Ьолео точно
jj ; i 7 результат формулируется в теореме 1.

Характеристическая функция любого невырожденного устойчивого
распредели ггня может быть представлена в виде ( т )

ехр Ш — с 11 !- j1 — Г?-р-р« <(, я ) ) > , (3J
где dt с, u, р — постоянные ( d - любое вещественное число, с > 0, 0 С
< ct -S 2, ^ fi < 1),

« (£, »)
O9/2

-L l o i n
при аф t ,
при я - 1.

Характеристическая функция D ( : рэСПределения /\ принадлежащего
области притяжения устойчивого закона с характеристической функцией
(3) , при малых ( допускает представление (см, теорему 2.(ь.1> н ( т ) )

ф ( 0 - eipjimiM * ]*MUl ) (t + c (i) (l — -jfp« ((. «)J}» ( 4)
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где т — любое вещественное число, Л (|£|) медленно меняющаяся при
t -* ос-' функция. Положим

оо

lF(a, 3, т ) = -~г ^|/ (0,а, р, т ) — -^ / (т) ,а , 3, т )- p, m ) j -^ ,— -дм
* .• ос-

/ (r|, a, P, m) = jj exp|in» (£ -)- ii) — e-i a||+ 2i i +— « I (J

+iK (а , 3) jjj <ггв|£ + 2Т] I* sgn (g + zn) d*|d|,

|p tg (жх/2) при а+ 1.
Л (а , Э) —| о при <х = 1.

Т е о р е м а 1. Пусть F принадлежит области притяжения устойчивого
закона с характеристической функцией (3) и P{|j = 0} = 0.

Тогда при п — ос справедливы, следующие соотношения:
1) если 0 < а < 1, тоЕN „~ рР (а, 0, 0) + Чг (а, р, 0) Jin п\
2) если 1 <1 а ^ 2 и Eg, = 0, то ЕЛГ„ ~ [Чг (а, 0, 0) + Чг (а , р, 0}]1пп;
3) если 1 < а^ 2 и ЕЕ, ф 0, то ЕАГ„ ~ гК (а, 0, 0) In и:
4) «ели ц = 1 , р ф 0. то ЕЛТ„ ~ 4f ( 1 , 0, 0) 1п и;
Г» ) если а= 1, р = 0, го ЕЛ?„~ ['Р (1, 0, 0) + Тг (1, 0, 6)]]пп, где

б ЙТТТГТУ , m д А ( |£|) определяются соотношением (4) .
Поскольку 'Р (2, р. 0) = л \ в условиях теоремы для распределений F,

принадлежащих области притяжения нормального закона,

EiV„ я;' 2л~' In п, если Egj= 0;

ЕЛ:„ ~ л-1 In п, если EgjФ 0.
Если 0 < а < 1, | p j = 1, то lF (c, р, 0) и, следовательно, в этом случае

ЕЛ'* ~ Ч'(а, 0, 0)1п п.
Пусть Z,, — число вещественных корней Q„(л), имеющих кратность не

меньше, чем 2, При подсчете Z„ корень кратности I считается I раз.
Т е о р е м а 2. В условиях теоремы1 EZK = о ( In п ) .
Отсюда следует, что теорема 1 справедлива при любом способе подсче¬

та Л7„ (с учетом или бел учета кратности корней) ,
Приведем с х е м у д о к а з а т е л ь с т в а высказанных утверждений.

Обозначим через Л'„(«, Ь ) число корней Q л ( х ) в промежутке [я, 6]. При
подсчете AT„(a, Ь ) кратный корень считается один раз, а корень, совпада ¬

ющий с я пли Ь, дает вклад в Л\, (а, 6) , равный ’/г - Очевидно,
ЕЛГц (0, 1) = ЕЛ^(1, со ) , E.V„(-1, 0) = ЕЛТ4 <х> , -1) ,

Используя формулу Ненсена, нетрудно доказать , что
ЕЛ’„( — 1 + (In п ) ~*, 1 — (In и ) -') ^ С (1и n ) ’lnln п

для любого s из (0, 1) . {Через С здесь и ниже обозначаются постоянные,
не зависящие от участвующих в рассуждении параметров.) Поэтому доста¬

точно научиться вычислять ЕЛ'„(а, Ь ) для малых интервалов (в, Ь ) из
[— 1, — 1 + (In n ) ~J] U [1 — (In п ) ~\1], 1 > s Г> 0.

В силу леммы Каца (см, ( “ ) , стр. 21)
sip fci ГС *

1 " с с 1 — cos пО,, (* )
Аг„(a, b ) = jj ^cos iQn ( x ) \ fjj — dTjdi ifl .
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Положим

Я* (« , *> ) •
t

ь

2л‘2 \ *\ С08 6<?Я (ЛГ)
*• . *•

5,|<Т «
5

» < 1 ч t ч л

4 — cos .Ti^ (a )
“ ? dil &х

Нетрудно выразить EJV («, b ) через характеристическую функцию q? (f )
случайных величин Мы доказываем, что для малых интервалов (а, Ь )
из [— 1, 1 + (Inn)-' ) U [1 ~ (Inn)-', 1 ] (в > 0) можно найти такие
положительные числа Т , В , г, что 1) величина Е{Лг„(в, Ь ) — Л'., (я, б ) } до¬

статочно мала, 2 ) ЕЛ\( а, Ь ) определяется только значениями <р(( ) при
малых |f ] , Поскольку в условиях теоремы асимптотика cp ( j) ири f -* 0
известна, мы получаем, таким образом, возможность вычислить ЕЛГ,(с, Ь)
и, следовательно, ЕДГ„.

Существенную роль в доказательстве играют формулируемые ниже
леммы. Пусть |х|е [ — 1{1л « ) % 1], 0 < S < 1. Определим нормирующие
постоянные В„ k (л ) = /?* (х) , исходя из равенства

Н(Яц - ix 'r* . д*})
(Я* (*)}д max {(1 — и-*1 V 1 (к = 0,1, 2, * n ) , (5)

где h — функция, которая определяется представлением (4) . Нетрудно
доказать, что при достаточно больших л корень уравнения (5) существует.
Положим у (а , Ь ) == у= ( b — a ) min {{i — б ) -1, и ) . Всюду ниже предпо¬

лагаются выполненными условия теоремы 1 и п считается достаточно
большим.

Лемма 1 . Пусть [я. 6Jcr[ l — (1пн ) ” ', 4], 0 < в < 1. Для любых
т , р , у таких, что т 1, це (0, о ) ,

у = у (и, б ) < Vs ехр{— (4 + 4 / р) }, (6)

и для любого целого неотрицательного к справедливы неравенства

Р{ sup | (г)|>тВ0 (Ь)}< (^1+)*̂ ( — -~рf ,
»е[ц,ь] /

где

iJ { _aup
^

| Q<* ( х )|> тВ,( b ) } <-S- j -I*

dx*

л

QA*) ~ *»2 d
i=о

( x )

при X + 1, tn

при a =+ 1 .

Лемма 2. Пусть к — любое фиксированное целое неотрицательное
число, г ;> 0, 0 <! е < 1. Ls£(л) = V* min{(1 — |х|)

_
1+ л / 2}. Если

I (8ft + 1)1о л]/л ^ 1 — |х|^ (]п л) s > 0, то

Р{ I Qn * (*) [ <*лг +)К C { Z + z-'i>|х|L} .
Если 0 ^ 1 — |х |^[ (8fr + i ) In п ] /л, то

I*{| ( х ) |< zBk (х)}<С{ г+z~'n-4 <»«>}.
Пусть iV(t) (c, d ) < (ct d) ) — ч и с л о корней (J„W (z) (соответственно

(? ,+(£) ) в [<?, d]. При подсчете Шк>( с, d ) и NW (с, d ) корень кратности I
считается I раз. Используя леммы 1 и 2, мы доказываем следующие три
леммы.
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Лемма 3. Пусть [a , с: [1 — ( La п )", 1], 0 < s < i, 0 < е < t,
|ii е (0, min {а, 1} ) , у (я, Ь ) удовлетворяет условию (6), к — произвольное,
но фиксированное целое неотрицательное число. Если Ь ^ 1 — [ (8ft +-f 1) In п ] / п, то

Р{ЛГ(*> (а, & ) S? ^С (ÿ™ + yt / ,BbL ) , (7 )
еде L = T ( b ) — 7«тш {( 1 — &)

_
2 + е , п / 2}.

Если Ь ^ [ ( Ьк -(-1)1яя] / и, то
Р{ДГ«(я, b ) ^ i} < C{Y'U 9 + (8)

Неравенства (7 ) , (8) остаются верными , если , 6) заменить на
( — ft, — а).
Л е м м а 4. Пусть выполнены условия леммы 3 и пусть кроме того

a > 1 . E?jф О ,

Тогда при любом г таком, что 0 < г < а — 1, справедливо неравенство
Г{ *) ( <*, Ь ) ^ 1} ^ Стаз{ (1 -6) г, n-f}.

Обозначим через &s ( c , d ) {&\( с, d ) ) — событие, состоящее в том, что
н промежутке [с, d ] существует точка х такая, что |<. zB„{ x ) ,
Q\ ~is (ж ) = 0 (соответственно < zB^ (х) , (ж ) = 0 ) .

Л е м м а 5. Пусть f а, 6] с: f i — (In я)"*, 1 — [ (8fc + l ) lan] / я],
О < я < 1, 0 < е <С 1, 0 < ц < min{a, 1}, 0 < з < 1, к — фиксирован¬

ное целое неотрицательное число, у {а, Ь ) удовлетворяет условию (6).
Тогда

PfrMa, *)} > C[r'‘+ a-VI, (0)
где L = V<min{( l — b ) ~i+‘,nf 2}.

Неравенство (9) остается верным, если Вг {а, Ь ) заменить на
£ г { Ь, — а ).

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А, А, Ждано*а 15 ХП 1970
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