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1. Ветровые течения в баротроплом океан» переменной глубина Н
олисываГОтся урзпттрщтм (в беэра лмериой форме }

Я Alb 4- — • М _ £_ / МЛ."и - Г 'йу Н } дх "дх \ И I пЬ‘ -7Г ' (1)

Здесь if — функция тона; / — параметр Кориолиса; ось х направлена па
восток, ось у — тта север; т — вектор касательного напряжения натра на
поверхности океана , к — малый параметр, характеризующий эффект тре¬

ния п океане ; А - - оператор Лапласа .
Уравнение ( 1 ) обычно рассматривается @ замкнутой области , на грани¬

ца которой функция ф задается. Нетрудно показать, что при (ЦВ\^>0
пограничный слеп может существовать только у западного берега океа -

па, в при (// ЛГ) П— только у восточного берега . Поятому представ¬

ляет интерес гюученне задачп
Мф — yd$ Jdx= G ( y ) t — V? У Vs ; (2)

Ф = О при х = 0; 1 н у = — Vi; ( 3)

G ( y ) — известная функция, G ( — Vs) = £? ( T/J ) = 0. Если / = /„-}- у, то
уравнение (2) получается из ( 1 ) при Н — Bte*( I + у / /0 ) 1

_
/* Подобная

задача обсуждалась качественно в (' ) ; численное решенпе для не очень
малых е было получено в (*} .

2, Будем искать асимптотическое разложение решения задачи (2) ,.

(5) при малых F . Особенность вядачк^ л возникновении внутреннего но
граничного слоя около линии у= 0. Газобьем наш квадрат па области
(рис. 1 ) , и каждой из которых функция ф разлагается а соответствующий
асимптотический ряд . Ограничиваясь первым членом такого ряда, имеем:

в области

J : Ф = Ф Г У ) = G(( y) (1 - i) , y; 0 <><1;- 1 s < у< 0;
1 * :ф = +i у) = — G ( y ) x у : < 1; 0< у s£ Vs;
2" :ф — ^{L, y}; t- = х/е; < ос ; — Vi< y< 0;
2+ : ф = ф£ — *)/в;0<|*<«;0<y<V*i
3J :ф = г

_
1Ч* ( х , п); Ч = У !̂ 0 <*< 1; — ос <t|< 0;

3* : ф — @
_1/*Ф^' (тг, ц) : 0< т< 1 ; 0 < ц< оо;

4":ф- е-’Н7 (£_ , к;) ; £. = эо; — <х < тэ < 0;

4+ : ф = r'tyZ {{+,П);1+ = (1 — ?+ < гс ; 0^ Т1< ос.
Обычным путем из (2) , (6) получаем следующие уравнения и гранич ¬

ные условия, справедливые в соответствующих областях:
- у Htm± = 0; Ф? (О , у ) = 0; (4).
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тЬ Т1 = 0. ^4 (0, ч) = 0; (5)
аЧ'я7ЯЧ* i\ d$£fdx — G (0); (6)

’Ра (1 , ’1) = 0, ^{0, ч) = 0. С")

Задачи (4) л (5 ) легко решаются :

ф? = ( у ) (1-<^}, = Лг± (я) (1- (8)

где функции -1/=*=, Л'± подлежат определению.
3. Условия сращивания асимптотически* разложении ( 3, ') дают до¬

полнительные граничные условия.
Сращивание асимптотических разложений в областях I и 2. Начнем с

1" и 2~ . Вводим «промежуточную* переменную t = ,т / е*, 0 < ы < 1.
Тогда при i 1 , у ~ 1 н e -t- О имеем ~ т|'£

_
( е"

_
1С р ) . Ив ото¬

го условия находим М~ { у ) . Аналогично проводится сращивание 1+ и 2 "

и определяется 3/ + (у) . Получаем
М±{ у ) = ч:С ( у ) / у. (9)

Сращивание, асимптотических разложений в областях 1 п 3. Начнем
„ I - и 3~. «Промежуточная* переменная t — у е“ , 0 <б и <С 1 Тогда
при х ~ 1, t ~ 1 п е - -* 0 имеем zHt ) е-1/ч)?з- (я, , На этого
условия находим, что

if » ( х - Л ) G (0) (1 — x ) jr\ прн Г\-* — а: . (10)
Сращивание 1+ п 3+ проводится аналогично н приводит к условию

^(л. тз ) G (0) ar/Tj при TJ -+ ос . (11)
Сращивание асимптотических разложений is областях 3 и 4. Не нем

с З- и hr . «Промежуточная» переменная t - х е ", 0 < и с ' - м Тогда
при t — 1, т] — 1 и е ->0 имеем ti ) ~ р ) . Из Отого
условия находим Л ” (г|). Аналогично проводится сращивание 3+ и 4+ н
onределяется N ’ (р ) . Имее»

tf-{n) =1£ (0.4). JV+ (t|) *= ti (M). ( 1 2)
Таким образом, задача построения асимптотического разложения ре

шення задачи (2) , (3) свелась к определению функций т|н* удовлетво-
ояющих уравнению (6 ) , условиям (7 ) , (10) , ( 11 ) и условию склейки при
р = 0, 0 < х < J :

эле й*7
^(з:, 0) = ф,+ (а:, 0), 0) (аг, 0). (13)

Мыпокажем, что такпе функции могут быть найдены .
Проверим, что после определения функций асимптотические раз ¬

ложения в областях 1 и 4, 2 п 4 сращиваются. Действительно, для обла ¬

стей 1~ и 4" прн £_ ~ 1, t ~ 1 ( t = у / в", 0 < ы < VJ ) и я - 0
•ф ,- е"/ ) e-l4i|>t~ (£_, в*-^)- Для областей 2~ и 4~ при с ~ 1,
1 ~ 1 ие->- 0 ф,“ (1-, е“ / ) ~ e

_v*i})4
_

(ev*i , z’ ~'kt ) .
Области 1+ и 4+, 2+ и 4+ рассматриваются аналогично .
4 . Рассмотрим вспомогательную задачу определения функции ц - { х , у ) ,

удовлетворяющей при х^ 0, у 0 уравнению
с?!Ф / д </ ~ у % / дх = 1 (14)

ф (0, у) = 0. (а:, 0) = и (л); (15)

ч ( х. У ) х / у при !/ -мх), (16)
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где и (х) считается заданной. Функцию D представим как ф = <р, -|— tps, где
<pj удовлетворяет уравнению (14) и условиям (15), (10) при и ( х ) = О,
а фг удовлетворяет однородному уравнению ( 14), условиям (15) п зкепо-
неникальыо затухает при больших у. Функция (fj ищется в виде

ф|(ж, у ) = y“ F {0 ) , о = — у* / 9аг, — оо < а < 0. (17)

Подставляя (17 ) в (14) , получим для /' (и ) обыкновенное дифференци ¬

алLTIO0 уравнение, решение которого потру дно выразить через вырожден¬

ную ышергеоыетрическую функцию Ф (и, с, а ) (см , (*) ) , Окончательно
находим

«И*, C )“ (~v*'*/.;--£-) +W - (18)

Для построения функции ф2 сделаем преобразованне Лапласа но х.
Обозначая через ф 2 (р, у ) и н (р ) образы ф2 (я, у) и и { х ) соответственно,
получим

Фц = — 3— Гд^ж) ( Р ) (*/„YP ’/ h) , (19)

где А' /,(з) - - функции Макдональда, Совершая обратное преобразование,
находим

Ж

<h (*. у ) = - 3
"^1,, з) \ . j“ v7flIP I ~ 11»У31( Х - 01 dt. (20)

I ^ '
Формулы ( Ш) и (20) дают решение задачи (14) — (16).
5. Обозначим теперь функцию cAjjj4" / д г\ при ц ~ 0 через (7 (0) и (я) ;

тогда, используя решение задачи (14) — (16) п второе условие (13) , на¬

ходим

4>* (*. П) “ — G (°) ехР 1 — 1/яП — t )\ dt +
м

+ -^я*Ф -£-)) + VsG (0) ns; (21)

47 (г , ц = — G (0) J охр|VtfA* — *)]dt +

+ -^(1-sy*0 9 {?_xi )) + VaG (0) f»-. (22)

Отсюда n силу первого условии (13) получаем для определения и ( х ) обоб¬

щенное интегральное уравнение Абеля

\ТТИДЯ'=щк1— О О О - 123)

(5, Для определения «(я) из (23) удобно рассмотреть сначала реше¬
ние уравнения

\ Ht ) dl 0 < я<1, 0<*<1, П + Р>0. (24)
• I х с

so



Будем следовать методу, предложениеигу в (V) . Исполъаун специаль¬

ное интегральное представление функции |лг — / | перепишем уравне¬

ние (21) и виде

5 <*
о *

X ( / — S') d+“ J/y.f|d S =

-ТтЩ^Г г'“ ,В'Р- (2Й>
Из (25) следует, что

решение уравнения (24)
сводится к последователь¬

ному решению двух обык¬

новенных интегральных
уравнений Абеля. Исполь¬

зуя известную формулу
длд решения та г;пи задачи
(см., например, ( в ) ) , после
несложных преобразова ¬

ний получим

Л.
f *

гJШ
I- I

л

Рис. 1. Разбиение па области i±, 2*, 3*, 4*= (m2) 8
схематическое изображение линий тока для за¬

дачи (2), (3) при функции G ( y ) , указанной справа
(и. 7 )

2«-IC04J2L
2 Г <а/2+1/.+ В) Г (а/2) .

а^-
7ь гщ^р) ‘ *

1-г), (26)

где F ( a, Ь: с; г ) — шпоргеометрическая функция (5) ,

Формула (26 ) позволяет сразу выписать решение уравнения (26) :
и (х) = (s/ jV. [д (1 — x) )’V. ( /' ( — */,,1; */*; я ) —— F ( — V», 1; V»;1 — х)Ь (27)

Формулы (21 ) , (22) , (27) дают решение задачи об определения функ¬

ций yi*( x,T\ ).
7, Найденное асимптотическое разложение решения задачи (2) , (3)

позволяет при простых функциях G( y ) легко строить схемы линий тока.
Пример такого построения приведен на рнс, 1. Отметим отрыв погранич¬

ных течении от берегов х= 0 п х= 1 при у= 0.
В заключение заметим, что условие G ( — l h ) = G ( ]

. ' j — 11 '

i ' чум -
нято, чтобы избежать рассмотрения пограничных слоев толщиной
около границ у= — l/a; У*. Анализ таких пограничных слоев не вызывает
затруднений.
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