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В данной работе локальный метод, разработанный в (*) для операторов 
«локального типа», модифицируется для случая операторов, названных 
автором операторами «билокального типа». Этим методом получаются не­
обходимые и достаточные условия нётеровости бисингулярных операторов.

Г'. Пусть X и Y — компактные хаусдорфовы пространства конечных 
размерностей с мерами. Относительно мер будем предполагать следую­
щее: меры неотрицательны, в область их определения входят все борелев- 
ские множества, меры всех открытых множеств отличны от нуля.

Через А(Х) и К(Х) (Л(У) иК(У)) обозначим соответственно множе­
ство линейных операторов локального типа и множество компактных опе­
раторов в Л2(Х) (£2(У)). Рассмотрим в Д(Х X У) совокупность операто­
ров, представимых в виде

i
где ЛеЛ(1), 5(ЕЛ(У) и суммирование ведется по конечному множе­
ству индексов. Замыкание множества таких операторов по норме простран­
ства линейных ограниченных операторов, действующих в В2(Х X У), обо­
значим через Л(Х)®Л(У). (Сокращенно будем обозначать Л(Х) ® 
® Л (У) = Л(Х, У). Если ясно, о каких X и У идет речь, будем писать Л 
вместо Л(Х, У).)

В алгебре Л введем идеалы Ki = K(X) ®Л(У), К2 — А(Х) ®K(Y);
1 2

с ними свяжем два отношения эквивалентности (~, ~) и две нормы 
(lll-llln ш-ня

Определение 1. Оператор /1( = Л) назовем 1-нётеровым, если 
1 1 

найдутся операторы Вл, RA—- Л) такие, что ИЛА — 1, ARn — 1.
Замечание. Аналогично вводится понятие 2-нётеровости. 

В дальнейшем будет определяться только одно из двух «симметричных» 
понятий.

Определение 2. Оператор 4(еЛ) назовем локально 1-нёте­
ровым в точке x-i(tX) (1. н.Яо), если существуют операторы Нл',, 
Rn (е Л) и окрестность u (cz X) точки х0 такие, что

1)~Ри®1; (Pu®l)ARn~(Pu®l)

(Ри — оператор умножения на характеристическую функцию множе­
ства и).

Определение 3. Операторы А, В (еЛ) назовем 1-эквивалент- 

нымвточке^о (^Х) (А ~ В), если по любому е (> 0) найдется 
с.крестность и (cz X) точки такая, что выполняется неравенство

111 (71-В) (Pu®l)|U<e.

Пусть Z — топологическое пространство с мерой, удовлетворяющее тем 
же условиям, что X и У, ср — гомеоморфное измеримое отображение неко­
торой окрестности и (cz X) на окрестность v (czZ). Будем предполагать, 
что ср не искажает меры (см. (*), стр. 576).
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Через T<f обозначим линейный ограниченный оператор из Ь2(у) в 
действующий по такому правилу: (T^f) (х) —/[<$>(#)].

Определение 4. Будем говорить, что А (еЛ(Х, У)) в точке х„ 
(е X) 1-к в а з и э к в и в а л е и т е н оператору В (е A(Z, У)) в точке 

Zo Z) (А ~ ф ~ В), если найдутся две окрестности и, и (х0 е и с X, 
z0 е v cz Z) и измеримое, гомеоморфное, не искажающее меры отображе­
ние ср(и, x0->-v, z0) такое, что

(Т^Ри 0 1) A (PUT,.PV 0 1) 0 1) В (Pv 0 1).

Основным результатом метода является
Теорема 1. Оператор А (^Л) есть оператор Нетера тогда и только 

тогда, когда он локально 1-нётеров для всех х (е X) и локально 2-нётеров 
для всех у (е У).

Она вытекает из следующих предложений.
Предложение 1. Пусть оператор А (<^ Л) есть оператор Нётера.
Тогда его регуляризатор R принадлежит Л.
Пред ложен и е 2. Оператор А 0А) есть оператор Нётера тогда и 

только тогда, когда он 1- и 2-нётеров.
Предложение 3. Оператор 4(еЛ) 1-нётеров тогда и только тогда,, 

когда он локально 1-нётеров во всех точках х 0 4).
При проверке условий теоремы 1 важную роль играют следующие 

предложения.
1,х„

Предложение 4. Пусть А, В е Ли А ~ В, где х0 X.
Тогда операторы А и В одновременно являются 1. н. хй или не являют­

ся таковыми.

Предложение 5. Пусть А е Л(Х, У), В е= A(Z, У) и А — ф 
1, Zo
— В, где Xt> еХ, zfl е Z.

Тогда операторы А и В одновременно являются либо локально 1-нёте- 
ровыми (А — в точке х0, В — в точке z0), либо не являются таковыми.

2°. Пусть Rm и R„ — эвклидовы пространства размерности тип соот­
ветственно. Через Rm будем обозначать одноточечную компактификацию 
пространства Rm.

В работе (3) введена алгебра операторов в L2(Rm), которую мы обозна­
чим через Qm. Эта алгебра состоит из операторов, которым в образах пре­
образования Фурье соответствует оператор умножения на функцию, опре­
деленную на Rm, однородную степени нуль и имеющую непрерывное су­
жение на единичную сферу S,n„1 (ст Rm).

В (3) доказано, что операторы из Qm локального типа в Y2(Rm) и 
алгебра (?„, *-изометрична алгебре ClSmA. В пространстве L2(Rm X Rn) 
рассмотрим алгебры операторов

Gl = Qm®A(Rn), <ь = A(Rm) ® Qn.

Имеют место изоморфизмы

о, = (0 ® А(Я„) Л(Я„)),

где С(5т_1, Л(Я„))—алгебра непрерывных (в равномерной топологии) 
отображений в A(Rn). Это отображение назовем символом оператора 
А (ео,) и будем обозначать А (g) (g е Sm-i).

Определение 5. Оператор А (<=Л(Й„, Rn) назовем би сингу­
лярным, если для каждого х (е Rm), у (^Rn) существуют операторы 

Ах (eof), Ау (е о2)) такие, что А -А Ах, A ^-AJ Ау.
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Символом бисингулярно го оператора назовем пару ото­
бражений

At(x, g): (х, g) -+Х(Ш<=Л(ЯП)), 
Аг(У, л): (У, П) -*ЛСп) (еЛ(Ят)), 

где х Йт, у е Йп, g е 5m_f, n е Sn-i.
Основным результатом о бисингулярных операторах является
Теорема 2. Бисингулярный оператор А является оператором Нетера 

тогда и только тогда, когда операторы А:(х, S,), А2(у, л) обратимы для всех 
допустимых значений параметров.

Рассмотрим теперь более общий случай. Пусть каждой точке х 
соответствует ее окрестность их и отображение <р (их-+Йт) такие, что вы­
полняются следующие условия: ф — гомеоморфное, измеримое, не иска­
жающее меры отображение их в ф(щ). Будем предполагать, что аналогич­
ному условию удовлетворяет Y. Для у (е Y) соответствующую окрест­
ность и отображение будем обозначать иу и фи.

Определение 5'. Оператор А (eA(.Y, У)) назовем би сингу­
лярным, если для каждого х (е Йт), у найдутся операторы
Ах (<=Qm®X(Y), Av (еЛ(Х) ® Qn) такие, что

1, х 1, ф(ж) 2, у 2, Ф(у)

где ср = фх, ф = ф„.
Теорема 2'. Бисингулярный оператор является оператором Нетера 

тогда и только тогда, когда операторы ЛДе), Л,,(л) = [/'еУ, |s
е Sm_i, т] е 5'„_t) обратимы для всех допустимых значений параметров.

3°.-Применим предыдущие результаты к задаче линейного сопряжения 
аналитических функций двух комплексных переменных.

Пусть Г1 (Г2)— простой замкнутый контур Ляпунова в плоскости ком­
плексного переменного z4 (z2). Он делит эту плоскость на две области: 
внутреннюю БЙ (DA) и внешнюю D,~ (D2~). В пространстве двух комп­
лексных переменных рассмотрим четыре области: D++, D~, D~+, D , где 
D+~ = Dt+ X Z>2~; кроме того, введем множество Г = П X Г2.

Через Н— обозначим классы функций двух переменных, аналитиче­
ских в соответствующих областях и представимых там интегралом типа 
Коши с плотностью из Л2(Г).

Задача линейного сопряжения ставится так: найти четыре функции 
Ф~ (е //-=) при условии, что на Г их предельные значения удовлетво­
ряют (почти всюду) условию

С++(«)Ф++(О + G+-(i)d>+-(«)+ G_+(t)(b-+(t)+ с__(0Ф--(0 = g(t), 

тде teT, G±±(t) непрерывны на Г, g(t) е Л2(Г).
Теорема 3. Задача линейного сопряжения удовлетворяет теории. 

Нётера тогда и только тогда, когда выполняются условия:
1) G±+(t)=£ 0, G+-(t)^= O,G_+(t)= 0, G-(t) = O,te=r-,
2) Indi G+± — Indt G-+, Ind2 Gi+ = Ind2 G±_.

(Здесь Indft G — приращение аргумента функции no k-й переменной.)
Замечание. При условии, что Г! и Г2 — окружности, аналогичный 

результат получен в (г). В случае общих контуров методы этой статьи 
применить нельзя.

В заключение автор выражает глубокую благодарность И. Б. Симонен­
ко за руководство работой.
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