
Д о к л а д ы А к о д е м и и н а у к С С С Р
1071. Том 199, М 1

УДК 51:621.391 МЛ ТЕМАТИКА
Б. Б. КУДРЯВЦЕВ

ОТНОСИТЕЛЬНО 5-СИСТЕМ ФУНКЦИЙ 'й-ЗНАЧНОА ЛОГИКИ

•1Нредстйвл&по академиком Л . .-1, До р о д н а цыпым 5 / 1971 )

В наметке рассмотрининитей, вопросы, связанные с проблемой полноты и
со свойствами структуры замкнутых классов п & -злачной логике .

\\ Одним на возможных путей решения задачи о полноте является,
кик ннкнетио ( * ) , отыскание всех преднилпых классов в данной конечно-
апачиой логике Рк . Первые исследования такого рода были проведены
Е. Постом . С+ В. Яблонским и А , В. Кузнецовым ( 1 , *) + В работе ( s ) , в
частности , была установлена конечность числа преднолных классов в А и

•доказано, что множество функций является полным и f\ тогда и только
101да, когда оно ни содержится ни в одном предполном классе; наряду с
этим в ней были эффективно описаны некоторые семейства предполных
классов. Позже различными авторами были найдены новые семейства
( * ' ) , Uк« ?пчателм a i > i 9 A ? 8A>: ир>45N;8и х клвесов удалост» установпть
И , Розенбергу ( ' ) . Исследования, проведенные и ( к ) , показали, что число
преддшпшх классов уже при к — 5 столь велико, что использование кри¬

терия полноты в терминал пред!водных классов становится практически
невозможным. О связи с этим особый интерес вызывают исследования на
полноту систем, обладающих некоторыми наперед заданными и и то же
время достаточно общими свойствами , К числу таковых относятся, на¬

пример, системы, состоящие из одноместных функций и содержащих су¬

щественную функцию. Различные варианты этой задачи были рассмотре¬

ны в работах ( E, ” SI ) . В предполагаемой заметке рассматривается задача о
полноте 5 систем, обобщающая постановки задач упомянутых работ.

2*. Обозначим через Е* множество {0, !, « * . , & 1) , к^ 2, и через
Рщ — множество всех функций / (х„ я*, « , , t а:п) , аргументы которых и
сами функции принимают значения из Eh. Множество Рк с введенными в
нем операциями суперпозиции называется к-з и а ч и о и л о г и к о 51.
Функция / из Pk называется 5-функци е й, еслп она принимает все к
зиачешхй; 5 функция называется с ущ е с т в е н н о й, если она сущест¬

венно зависит не менее, чем от дн у х аргументов , Множество, элементами
которого являютеи B5 >л I . Iю 5-фv111 ; J 1.11и, ш I -п.1воется 5*м 11 о ж е с т п о м,

5 - з а и м к а и и е м 5-множества 2Й называется множество [ iM]s всех
5-функцнй, которые получаются из функций множества Ш при помощи
операинй суперпозиции . Петруÿ5N?8детF GB> 4;O любых 5-множеств име¬

ет место [Я]в эП, [[ЭК]*].* = [ЯЯ] я 5B если Э^ЭЭНь то [Яфэ [3RJS.
5-множество SDt иазыкаетея 5-з н м к и у г ы м, если 2Я = [ЗЛ J *• 5-п о л-
н ы м, если [ ^1 ] в содержит все 5-функции из и 5-п р е д п о л н ы м,
если оно не является 5 полным, но для любой 5-фуикции f множест ¬

во Ш U {/} является 5-нолным. Нетрудно ви4>B5, , GB>, 4;O B>3> чтобы 5-мно¬

жество было 5-полным, необходимо и достаточно, чтобы опо не содержа¬

лось ни в одном 5-предполном 5-шшжество. Пусть П { у . , у .- , , * . , iju ) ~
A-местный предикат, аргументы которого принимают значения 557 Ek >

Функция f { x u х-2,ч > , х - ) ^ Р ,, с охраняет предикат /?, если формула
R { Zi \ , Z t z i . . . . Z ib ) &E ( яли z.2 ) . i «**) & . . ,&R ( z „l t 3f l I, i + M 2„h) —

*" P i f («11, «ZI, ’ - J S.„s ) , / (« « 2* «22, - - i « ill ) t Г / ("Slit «2ftt * • + p «"*) )
является истинной при всех значениях переменных z^ f I= I , 2, . .. . t га; / =
20



« i, 2, . . k . Множество SK сохраняет предикат R, если каждая (функция
ни 14 сохраняет R. Множество всех Я-фупкций, сохраняющих R, обозначим
черев Рассмотрим шесть специальных семейств предикатов.

С е м е й с т в о Г. Пусть {ii( ( г, . . . , г -} £7«, 1 с < к ; рассмотрим
предикат 7? ( р ) . истинный в точках ilt 1г, и ложный я остальных точ ¬

ках. Семейство Г состоит из всех предикатов R ( у ) , соответствующих ука ¬

занным подмножествам Е\, и только из них.
С е м е й с т в о А. Пусть Еъ = Е1 (J Ег U. - , где 1 <. I < к. Е‘ f] Е ' =

= ф при i ф- /. Рассмотрим предикат R ( yj, у. ) , истинный н точках ( я., Ь )
таких, что при некотором а, Ь 5_ Е\ 8 ;>6=K9 ? остальных точках. Семей¬

ство А состоит из всех предикатов R ( y , , г/" ) , соответствующих указанным
разбиениям множества Т,'*, ir только из них.

С о м е й с т в о L. Это семейство не пусто только при к — р"\ где р прос ¬

тое . Пусть к= р‘“ и G — <73, -)-) абелева группа, а которой каждый не¬

нулевой элемент имеет простой порядок р. При р — - 2 рассмотрим предикат
Яа ( Уи Pi, ys, У - ) > нстинпый в точках (а, Ь, с, d ) таких, что a -f Ъ=с -\- й,
и ложный я остальных точках. При указанном р L содержит для каждой
описанной группы G предикат Пл ( уи уг, у3, у.) и только такие предикаты.
Пусть рФ 2. Рассмотрим предикат R .{ уи у., у.л ) , истинный в точках ( а , b„

с ) , для которых с = 2~l ( a -J- 6) , где 2~* — такое число из ЕГ• для котоного
2 - 2 j1 — 1 (mot!д ) , ц ложный в остальных точках. При указанном р L со¬

держит для каждой описанной группы G предикат Ra { yi 4 у*, у ) и только
такие предикаты.

Л-Местные предикаты R, и Яг называются и з о м о р ф н ы м и, если су¬

ществует такая подстановка сг{з; )е Р„, что для любого набора ( а ,, и*, ...
, , , , a,,} истинность ifi (at , a E, . . . , щ) эквивалентна истинности /?- ( ст ( ы. L ) ,
о (а*) , . .. , а (о*) ) .

С е м е й с т в о I , Это семейство нс пусто только при к= А 1", где h Js 5»
т z> 1. Пусть k = hm, обозначим через [« ]: i-й коэффициент в ряздоже-
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шит а = 2 < о е Ек, ffl] , е 7V Для указанных h и т рассмотрим
2 =(>

предикат R( y , , ys) , истинный п точках (я, f >) , для которых [я] , Ф [ ft] ,. при
любом 1=0, 1,. . , , т — 1, и ложный в остальных точках . Семейство 1 со ¬

держит при каждых h и ш предикат И , все изоморфные ему предикаты и
только их .

С е м е й с т в о N содержит каждый предикат R ( y уг ) , область истин¬

ности которого является графиком подстановки ст ( яг) s /V разлагающейся
в произведение циклов одинаковой простой длины, не меньшей двух,
н только такие предикаты.

С е м с й е т и о I? не пусто при к ^ 5 н состоит из одного двумес тною
предиката Я* (у,, у* } , истинного только в точках (о, Ь ) таких, что аФЬ.

Обозначим через j y e r u A ( j L L J l U N U B-
Т е о р е м а 1. S-множество является S полным тогда и только тогда,

когда оно не сохраняет ни одного предиката из множества IT,

Г с о р о м а 2. S -множество ЭЛ является S-предполны.и тогда и только
тогда, когда для некоторого предиката R с— IT имеет место S ( R) — 24.

Интересно отметить, что для любого R eA' IJ В множество S ( R ) явля¬

ется конечным (с точностью до переименования переменных ) , для осталь¬

ных R ^ 1Т\ (Лт U В ) множество S ( R ) бесконечно. Для предикатов Rt.
R-is / будем писать R y ~ R,. если подстановка, определяемая одним из
этих предикатов , является степенью другой; аналогично для Л: ,, R , С, Л
будем писать ~ Иа„если для групп 6\ = <£*, +> и Ог = < /<*, ©) при
некотором фиксированном с е Е ;, для любых элементов а п Ь имеет место
<т Ф ft s= fl -f- Ь -J- с,

Т е о р е м а 3. . Пусть R . , R . & IT, тогда если :
а ) R и Rj из разных семейств Г, А, Т . , Т, N, В, то 5(7?, ) ч*S ( R?) ;
б) Ri , Rzе Г U A U Т, го при ЯлФ R. S ( R,) ^ S ( R z ) ;

:м



в ) R., N, то S ( I t i ) = S ( Rt ) эквивалентно Hi R
i ) R . I I . EH L, T O S (RJ ) — $ ( { { . ) эквивалентно /? , ss Л- ,

Приведем более компактный no форме критерий 5-полноты, который
является, конечно, менее сильным, чем теорема I . Назовем S множество Ш1
г три и. о (I т и в н ы м (г — степень транзитивности ) , если для любого
г-меетпо; о предиката R такого, что 5 {5) отлично от класса всех 5-фуш;-
цптт . имеет место Ш! <T S { I t ) , Hu основании теоремы 1 может быть уста ¬

новлена
Теорема 4, S-множество является S-полным тогда и только тогда,

когда оно
а ) А-транзитивно при к — '1 л , пг > 1 ;
б ) '6- т рапзитивно при к — рК , р простое, рФ 2, ю^ 1;
в ' 2-траняитивно при кФ р . р простое , тп > 1,

Отмстим, что а общем случае степень транзитивности н каждом тп
пунктов б ) ив ) не может быть уменьшена. Обозначим через s { k ) число
S-прсд я < V L ша \ мнnжеств .

Тв о р о м а Г), tn s{ к ) к 1л к ,
, Обозначим через f ( x u х г , . — о ( / (а- 1 (ж , ) , о-1{дг8) а

_ , (;гг.) ) )
н тыловом функцию /’ двойственной к функции / относительно подстановки
о ( .т ) , ах: т!чно через ЗЛ '-' обозначим множество всех функций, двойствен ¬

ны - . к функциям ил ОТ относигол лио ог (х) . Множества функций ЗД, н Ш , тш
аыяаютгя д в о нет вс н FI LB < 3, если для некоторой подстановки EF ( JT)
имею место 5Л .- ЗИЛ Отношешто двойственности разбивает множество
всех S предполных 5-множеств на классы эквивалентности . Нетрудно опн-
еать KI T ! классы . Пусть е ( к ) — ч и с л о указанных классов {или типов
соответствующих предикатов) .

Т е о р е м а 6, in с ( А- ) — с|7г. с= л Jt*JZ
Система 5-шшкнутых ^-множеств образует структуру по включению ,

которая наряду с особенностями обладает рядом существенных свойств ,

сближающих ее со структурой всех замкнутых в обычном смысле классов
н Р » .

Т е о р е м а 7. Мощность множества S-замкнутых S-множеств счетно
при к= 2 и равна континууму при к у- 3.

Подмпожество ЗЯ ^-замкнутого ^-множества ?! называется б я з и с о м
в 51. если [ЗН]Д = К и дли любого 2Я' с 24 [ЭД'],;ф 51.

Т е о р е м а 8, а ) При к= 2 каждое S-замкнутое S-множество имеет
конечный базис и мощность любого базиса не превосходит грех;

б ) при любом к 3 существуют S •чмчнутые S-множества , имеющие
базис любой конечной и счетной мощностей , а также не имеющие базигп .

Подсчет, аналогичный проведенному в (*) , показывает, что нашим кри ¬

терием 5-полноты, учитывая сравнительно медленный рост числа типов и
логическую простоту предикатов, можно пользоваться до А* = 6, а в терми¬

нах типов — до к — 12 соответственно. Доказательство изложенных ре¬

зультатов опирается гга ряд вспомогательных утверждений, а также на
теорему II . Розенберга ( \ 11 ) н некоторые предложення работы ( ' ) .
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