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Рассматривается малая макрооднороднан деформация полккристалли ¬

ческого тела, В силу упругой анизотропии кристаллических зерен внут¬

ренние силы характеризуются некоторой неоднородностью, которая учи¬

тывается изменением сопротивления сдвигу, зависящим от тензора упру ¬
гих макродеформаций (напряжений).

1". Если пределы упругости при одноосвом растяжении н сжатии оди¬

наковы, то для такого материала справедлива
А к с и о м а 1. Первые скольжении происходят в плоскостях и направ¬

лениях, включающих в себя плоскости с максимальным касательным на¬

пряжением в направлении его действия.
Известно, что максимальное касательное напряжение в пределах упру¬

гости при чистом сдвиге (кручении ) обычно бывает больше , чем при рас¬
тяжении (сжатии). В первом случае максимальное касательное напряже¬

ние достигается только в двух взаимно
перпендикулярных плоскостях, проходя
щих через заданную точку, а во втором слу¬

чае они образуют бесконечную связку пло¬

скостей, наклоненных под углом 45s к оси
растяжения. Указанный факт объясняется
следующим.

А к с и о м а 2. При возрастании любых
компонент касательных напряжений во
всех плоскостях приращение сопротивле¬

ния сдвигу от упругих деформаций отрица¬

тельно.
Скольжение в кристаллическом зерне

наиболее невыгодно ориентированном, пер - Рис' 1
воначально вызовет только упругие дефор¬

мации в соседних зернах. Поскольку эти деформации пе учитываются, то
будем считать, что элементарное скольжение изменяет сопротивление
сдвигу в произвольной плоскости во всех направлениях (за исключением
особых). Этот факт частично учтен в (') .

Б дальнейшем рассматриваются только такие материалы, которые
удовлетворяют следующему условию.

П о с т у л а т а п т и и з о т р о п и и. При малых пластических дефор¬
мациях изменение сопротивления сдвигу не зависит от последовательности
скольжений.

Изотропное упрочнение и многократные знакопеременные нагрузки
исключаются из рассмотрения, так как при этом происходит накопление
малых эффектов частично изотропного упрочнения.

Следуя Батдорфу и Будянскому (*) , представим плоскость скольже¬
ния, проходящую через произвольную точку, в виде касательной плос¬

кости к полусфере единичного радиуса (см. рис. 1) . Эта плоскость опреде¬

ляется нормалью п (а, (3) . Считается, что скольжение происходит в направ¬

лении 2 (ы) .
Б результате скольжений по плоскостям с нормалями л, заключенны¬

ми внутри телесного угла в направлениях I , заключенных внутри угла
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dcu , произойдет сдвиг
dy„i = ф (а, fi , m) dfi da (сЮ = cos pda dp) , ( 1 )

где ф (а , р, о}) — функция, характеризующая интенсивность скольжепия в
плоскости, определяемой координатами а, р, в направлении, определяемом
углом 0),

Указанные скольжения вызовут самоуравновешенное напряженное
состояние, которое мы учитываем изменением сопротивления сдвигу кри¬

сталлического конгломерата; т. е. в результате сдвига (1) сопротивление
S’ ( «о , Роывц ) сдвигу плоскости с нормалью П (, (ао, р,;.) п направлении £о ( <о« ) ,
получит приращение

dS («o, Ро, Ыа ) — K d y^, (2)
где К функгптя от а , аи, р, Ро, (в, аю и пяти компонент девиатора напря¬

жений .
Рассмотрим пока влияние скольжений па изменение сопротивления

сдвигу в ненапряженном теле . Расчленим его на несколько слагаемых.
Предположим , что с поворотом плоскости с нормалью Ли гт направления U
одно из них изменяется как соответствующая компонента тензора дефор¬

маций от рассматриваемого скольжения. Другое слагаемое (di\ ) счита ¬

ется нулем при iid ф п , а при тъ = п будет

dSt, {a0. po. Wo) — ^(<00 — (i)) q) {ftn, Pn, w ) d<». (3)

Ограничиваясь указанными слагаемыми, получим суммарное приращение
сопротивления сдвигу от всех скольжений в ненапряженном теле

Д5° (a„. Pfl , (Л0) = I F (ы„ — м) ср (а0 , ро , a) rfoo — ay (а„, р» , со0) , (4)
ш ,

где ш , - - пределы, в которых происходят скольжения, зависящие от п4 и
pD, а постоянная материала , F — функция, характеризующая чувстви¬

тельность материала к деформационной анизотропии, удовлетворяющая
условиям антиизотропии

F ( B ) = F (-Q ) , /-(0 + n) = -f (Q), F (n / 2 ) = 0, (5)
т. е. ее можно представить следующим образом:

F( 6) = я, cos 0 + ajcos 30 + fil cos 59 -f- . . . ( ti )
Случай, когда F представляет 6-функцию Дирака

а , — fli = ...= . „ {7}

рассмотрен Батдорфом п Будянским (!) при а= 0, т. е. когда учитывает¬

ся упрочнение только в направлении скольжения. Другие простейшие
предположения (изотропное упрочнение в плоскости скольжения) относи¬

тельно функции F делаются Малменстером (s) тоже при я= 0.
З11 . Приращение сопротивления сдвигу от упругих деформаций в соот¬

ветствии с аксиомой 2 представим в виде
p,i , (On ) = — &т , — с[т,„ — т (а„. р0 , <о 0 ) ] ( к , с^const > 0) . (8 )

где т„, — максимальное касательное папряженио, т (а9, рс , юа ) — компонен ¬

та касательного напряжения в той же плоскости и направлении, в кото ¬

рых ищется изменение сопротивления сдвигу, т, — интенсивность каса¬

тельных напряжений, к — коэффициент, определяемый из эксперимента
следующим образом. Пусть тл максимальное касательное напряжение
при растяжении в момент достижения предела упругости, т* — предел
упругости при чистом сдвиге . Из аксиомы 1 следует, что т, п т, являются
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сопротивлениями сдвигу при достижении предела упругости, когда
т{«п, рп, ) = ÿ™ - Их разность, согласно формуле (8) , будет к (т* — т , р),
' де т,11, V - интенсивности касательных напряжений я момент достиже¬
ния предела упругости при растяжении и кручении соответственно. Следо¬

вательно,

* = (П-*Р) / (̂ р- т„-]/ рт*J . (9)

Относительно другой постоянной материала (с ) , входящей в формулу
(8) , можно сделать ряд общих замечаний. Для этого воспользуемся сле¬
дующим следствием аксиомы 1.

Л е м м а 1. Условия для скольжения не могут возникать в плоскостях,
где касательные напряжения не являются максимальными, до того мо¬

мента, пика не произойдут скольжения в наиболее напряженной плос¬
кости.

Пусть задано некоторое напряженное состояние. Будем изменять на¬

пряжение т (аг, ре, ш*) только за счет изменения углов О*, PJ. « о. При этом
сопротивление сдвигу уменьшится по сравнению с его максимальным зна ¬
чением на величину с\ хщ — т (а0 ) р0, <о0 ) ]. Согласно лемме 1, должно быть

с[тта — т (а», petlio) ] < т„— т (ар, р„, м*) ( с < 1, (10)
Предельный случай с = I означает, что при достижении предела упру¬

гости условия пластичности достигаются одновременно но всех направле¬

ниях; будем считать, что это имеет место при к= оо (условие пластпч-
пости Губера) . Другой предельный случай с= 0 означает, что сопротив ¬

ление сдвигу не ваииснт от напряжении; это соответствует условию Трес¬
ка (& = 0). Указанным условиям можно удовлетворить, полагая

c a k f u+ k ). (и)
4°. Предел упругости можем найти, воспользовавшись формулой (8)

при Тл* = т (аа , o>fl ) = S' (а», рс, мд). При этом максимальное касатель¬

ное напряжение представится в виде
т п= Т ~ fct,-, (12)

где Т — постоянная данного материала, которую найдем, используя из¬

вестное сопротивление сдвигу (т*) при кручении н соответствующую пя¬

тенсивность касательных напряжений (т* = т*У7*). Подставляя т*
в формулу (12) , получим

Г — т* (1+ АУ*/,). (13)

Представим сопротивление сдвигу в виде

S (а„, р„, со,) = |Т + J F (< >(, — со) ф (п0, р„. со) d y> — a y (а0, р„, со,)] X
“ 1

X|l — — [Тт — Т (Оо. Ро, 0>в ) ]] - (14)

В направлении скольжения оно должно равняться касательному попря¬

жению т (а 0, p,i, fi>s) , т. е.
tO4

\ Р (ю* — и)ф («, , Р ,., , и) dee = ay (а0, свп ) +
»1

т (an, pH. Wn)
к с

I j -, Т|— [ Tm “ * Т (OOi рп, wn) l
- т . (15)
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Но формулам преобразования компонент тензора деформации имеем

у{“ 0. Ро. ап ) — /*Е* + f v £U + /̂ 1 + f x l/Уух + /jftYilz ~Ь fzxMzxI (IP)

e* = P' Vxi = $ ((*я, + /*п*)ф(а , P , e>)diido,
где направляющие косинусы /„,. . , nt зависят известным образом от а,
р, w. а функции /*, . . . , /„от а 0, о».

Следовательно, определение компонент пластической деформации сво¬

дится к решению интегрального уравнения (15) , где правая часть зависит
от этих компонент как от параметров, а область значении и», pJn ы4, в ко¬

тором оно удовлетворяется (т. е. где происходят скольжения в данный мо¬

мент времени), подлежит определению вместе с пределами интегрирова ¬
ния Ш [ И (Ot.

Далее рассмотрим только такие упрочняющиеся материалы, для кото ¬

рых справедливо следующее утверждение.
По с т у л а т. Интенсивность скольжения (<р) является однозначной и

непрерывной функцией узлов (a, (1, а») .
Ив этого постулата следует

/ (0) = оо , ф (ц0 , р„, ап) = 0, k = 1; 2. (17)
Последнее условие определяет пределы интегрировании (ао, ам).

Область, а которой в данный момент не происходят скольжения, опре ¬

деляется условием
S(a4, шо) > т(а», pe, o>d) . (1И )

Задачи, аналогичные указанной, рассматривались в ( *, *, ь) .
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