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Рассмотрим уравнение
P(D)u = 0, (1)

где P(D) — произвольный линейный дифференциальный оператор в Rn 
с постоянными коэффициентами.

В данной статье мы рассматриваем задачу Коши для обобщенных ре- 
щений уравнения (1) на нехарактеристическом подпространстве. Мы по­
кажем, что такая задача корректно разрешима в классе обобщенных функ­
ций конечного порядка, если оператор P(D~) гиперболичен. Отметим, что 
задача Коши в классах обобщенных функций конечного порядка впервые 
была поставлена В. П. Паламодовым в (*).

Пусть со — область в Rn. Через .0 (со) обозначим пространство беско­
нечно дифференцируемых функций в Rn, носители которых суть компак­
ты, принадлежащие области со. Через Ф' (со) обозначим пространство об­
общенных функций в области со.

В работе (2), а также в (3) установлено, что все решения уравнения 
(1), принадлежащие пространству ЗУ (о), слабо бесконечно дифференци­
руемы по нехарактеристическому переменному t, поэтому можно рассмат­
ривать задачу Коши для обобщенных функций с обобщенными начальны­
ми данными на гиперплоскости t = 0.

Выберем систему координат g = (/, £') в R" и обозначим через L ги­
перплоскость, заданную уравнением 1=0. Через G(r) обозначим откры­
тый (п— 1)-мерный диск радиуса г > 0 с центром в начале координат, 
лежащий в L. Через А5 (г), где б > 0, обозначим объединение двух откры­
тых прямых конусов с общим основанием G(r) и высотами, равными б-г. 
Следующая теорема дает условия для разрешимости задачи Коши в классе 
обобщенных функций конечного порядка.

Теорема 1. Пусть P(D) —гиперболический по t оператор порядка тп.
Тогда существует число 6> 0 такое, что для любого т У 0 и любых 

обобщенных функций гщ ЗУ (G(r)), / = 0, 1, ..., m—1, существует 
обобщенная функция и = (К!1 (г) ). являющаяся решением уравнения
(1) в конусе Къ (У) и удовлетворяющая условиям

G(r)
= w.j, / = 0,1,... , m — 1.

Эта теорема переносит классический результат И. Г. Петровского (4) 
на случай задачи с обобщенными начальными данными. В случае когда 
сам оператор B(D) не гиперболичен, но гиперболична его главная часть, 
такая задача Коши корректно разрешима в некоторых классах обобщен­
ных функций бескопечпого порядка, которые мы сейчас укажем.

Пусть F — компакт в Rn. Для любых р > 1 и В > 0 через 3)^,'в обо­
значим пространство бесконечно дифференцируемых функций в Rn, но­
сители которых принадлежат компакту F и для которых конечна норма

max | D^<p g)
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Пусть {3i £’В )' — сопряженное пространство, норму в этом простран­
стве мы будем обозначать через 1Ы|ВГ. Рассмотрим класс основных функ­
ций 3)р = Q . Введем в нем счетное число норм: || • ||?’ в, В = 1 / к,

в>о
к = 1,2,...

Через обозначим U где объединение берется по всем
FfZw

компактам F а. Пространство линейных функционалов над пространст­
вом непрерывных на DF для любого компакта F cz со, обозначим
через IP(со).

Пусть (ф, g„)—фиксированная система координат в Rn и
g' = (g,, . . . , gm), — (g,„ + i, ... , g„) — фиксированное разбиение пере­
менных В на две группы. Через и R’ обозначим соответствующие коор­
динатные подпространства в В1\ а через z' = (zh ... , z,„) и z” = (zm+t, ... 
..., z.„) — соответствующие группы двойственных переменных.

Пусть со' и со"— некоторые области соответственно в пространствах 
Rv и Rv>, a f — обобщенная функция, принадлежащая пространству U~? (со), 
где со = со' X со" с Rn.

Каждой функции гр" е S5₽(co") мы можем поставить в соответствие 
обобщенную функцию (/, (г")у-с С^(со'), действующую по формуле

((ЙХ ф') = (/. ф'-ф") Vt'eW).
Нетрудно проверить, что функционал (/, ф")5" непрерывен на ЗУ (о/).

Определение. Пусть со — область в Rn. Скажем, что функционал 
/ е ЕР (со) слабо бесконечно д и ф ф е р е н ц и р у е м по g', если для 
любых областей со' и со" таких, что со' X и" с со и Уф" е ЗУ (со"), функ­
ционал (/, ф")6" соответствует бесконечно дифференцируемой функции по с./ /g и (0 .

Обозначим через N характеристическое множество оператора P(D) в Сп.
Теорема 2. Пусть на множестве N выполняется неравенство

|z'| < 5(|y'| + |z"|+ l)1/v. 5 > 0, у > О, c/' = Imz'. (2)

Тогда всякое решение уравнения (1), принадлежащее пространству 
LF (со), слабо бесконечно дифференцируемо по £' как элемент пространства 
Е'! (со), где а = min (Р, ур), при условии что а > 1.

Доказательство теоремы (2) основано на экспоненциальном представ­
лении решений уравнения (1), полученном в (4).

Будем говорить, что оператор P(D) слабо гиперболичен по 
переменной I, если Pm(D) гиперболичен по t, где Р,„ — главная часть 
полинома Р.

Если оператор P(D) слабо гиперболичен по 2, то при разбиении пере­
менных £ на группы g' = t, I" = (g2, ..., g„) на его характеристическом, 
множестве выполняется неравенство (2) с у = 1. Так как в данном слу­
чае а = Р, все решения уравнения (1), принадлежащие пространству 
[7s (со), слабо бесконечно дифференцируемы по нехарактеристическому 
переменному I. Поэтому можно рассматривать задачу Коши для обобщен­
ных функций из класса 77s (со) с начальными данными из аналогичного 
класса обобщенных функций, заданных па гиперплоскости t = 0. Прежде 
чем рассматривать указанную задачу Коши, нам необходимо установить, 
что для всякого слабо гиперболического оператора P(D) существует фун­
даментальное решение, принадлежащее пространству Z (7?п), носитель 
которого содержится в подходящем конусе. Через Г (У3) обозначим мно­
жество всех вещественных векторов 9 таких, что полином Ргп (9 +тт|), где 
т| = (1, 0, . . ., 0), имеет только отрицательные корни.

Теорема 3. Пусть оператор) P(D) слабо гиперболичен по перемен­
ной t.

Тогда у оператора Р(Р) существует фундаментальное решение Е, ко­
торое принадлежит пространству LFfjF), р = пг / (ттг—1), а носитель 
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supp-E содержится в конусе

Г*(Р) = {£; (g, 0) >0, 0еГ(Р)}.

Подобная теорема для гиперболического оператора имеется у Л. Хёр- 
мандера (5).

Следующая теорема дает условия, при которых задача Коши корректно 
разрешима в классе С7^(со).

Теорема 4. Пусть P(D)—слабо гиперболический no t оператор.
Тогда существует число б > 0 такое, что для любых г > 0, р = 

е (1, m / (тп— 1)] и любых обобщенных функций w, е IP (G (г)), / = 
— 0, 1, . . . , пг — 1, существует обобщенная функция и е (7s (Xs (г)), яв­
ляющаяся решением уравнения (1) в конусе Къ (г) и удовлетворяющая 
условиям д’и / дР\ = w}, / = 0, 1,. . . , m — 1.

Доказательство этой теоремы использует теорему 3. Указанное в тео­
ремах 1 и 4 решение единственно в силу теоремы 5.

Теорема 5. Пусть ось t не является характеристическим направле­
нием для оператора P(D).

Тогда для любых г>0 и (3 >; 1 любая обобщенная функция и е 
е IT (К5 (г)), являющаяся решением уравнения (1) в конусе Кь(г) и удов­
летворяющая условиям д’и / дР\G(r) = о, / = 0, 1, ..., тп — 1, равна нулю 
в конусе Къ(г).

В заключение выражаю благодарность В. П. Паламодову за помощь в 
работе.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 26 IV 1971
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