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В работе изучаются дифференциально-операторные (д.о.) уравнения 
произвольного порядка

Р (d/dt) и (/) = 2 AjU<J> (t) = h(t), s>l, (1)

где До, • • •, As-i, As = Id — замкнутые линейные операторы в банаховом 
пространстве X; u(t): I -> X (I cz В1), = d3u / dt3.

Выделяются следующие классы д.о. уравнений: параболический, обрат­
но параболический, гиперболический, квазиэллиптический и квазигипербо- 
.тпческий. Для введенных классов уравнений исследуются краевые задачи.

I. Необходимые пространства. H(q, s, Р) (X) = {и (i): I -+■
^D(P) QD(Aj) |||и||’в,р== <||u(0lll +2||ДоП«(0 < оо, где <•>,

означает интеграл по I cR1; q^i}. Далее, H(q, s, Р; у) (X) = 
= (u(t)\u(t) exp (-yt) ^H(q, s,P) (X), yeR1},

k
II {q,k,Id-, у) (X) = \u(t) | 2 <(wexp (— уг))и)>т<

1 J=o
II. Д. о. уравнения на всей осп. Периодические реше- 

я и я.
Определение 1. Оператор P(d/dt) называется у-регулярным. 

если: а) спектр а(Р') * пучка P(z) лежит вне прямой Rez = y; б) суще­
ствует банахово пространство 1сХ, что отображение Р~'(г): Y^-D(P) 
(Vz Re z = у) аналитически мономорфно, причем МД3-1^) 
sC С (1 Д- | z |) h~3, где / = 0,... , s, С = С (у) > 0 — постоянная, к 0 — 
целое число.

* Здесь и ниже речь идет только о точечном спектре рассматриваемых опера­
торов.

Теорема 1. Пусть оператор P(d/dt) у-регулярен, Z=R‘, Y, X — 
гильбертовы пространства.

Тогда для любой функции h(t) е Н(2, k, Id; у) (У) уравнение (1) име­
ет решение u(t) е И(2, s,P; у) (X), определяемое формулой

u(t) ==ехр (yi)(,Р~1 (у + гл) [гЖЦ/гехр (—у«))]>в', (2)
где Е->.— спектральная функция оператора — idfdt в L2(R',X).

Аналогичные утверждения справедливы для случая I = Sl (S1 — еди­
ничная окружность), если с(Р) П {z|z = im, m = 0, ±1, ...} = </>. Если 
же оператор P(dl dt) у-регулярен, то корректной является, очевидно, зада­
ча о нахождении решений вида u(t) = v(t) exp (—yt), где v(t) — перио­
дическая функция.

III. Д.о. уравнения па полуоси.
А. Задача Коши для параболических уравнений.
Определение 2. Оператор Р (d / dt) называется параболическим, 

если: а) о(Р) cz {z I Re z у0}, у0 — некоторое число; б) существует
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банахово пространство Y с X, что отображение P~‘(z): Y~hD(P) анали­
тически мономорфно; причем, если Re z а > у0, то

|| XjR-1 (2) II y->-x С(а) (1 -г |z |)'~:, (3)
С (а) 0, к 0 — целое число, / = 0,. .., s.

Теорема 2. Пусть оператор P^djdt) параболичен, у >■ у0, h(t) е 
е H(q. к + 1, Id; у) (У).

Тогда задача Ноши

P(d / dt)u(t) = h(t), w(0) = 0,..., w(s_I)(0) == 0, (4)
имеет решение u(t) H(q, s, Р; у) (X), определяемое формулой

и(Т) — — (2jw)~‘<z~ftexp (zi) *P _1(z)/jW(^>Re2=a, (5)

* Без ограничения общности можно считать, что уо 0; в противном случае 
надо сделать сдвиг z -> z — у0.

1034

где а е (ув, у) —любое число, * — свертка по t в смысле операционного 
исчисления *.

Б. Задача без начальных у с л о в и й для обратно пара­
болических уравнений.

Определение 3. Оператор P(d/dt) называется обратно пара­
болическим, если оператор Р(—d / dt) является параболическим.

Теорема 3. Пусть P^dldt)— обратно параболический оператор, 
у < —у0, h(t) €EH(q,k+ 1, Id; у) (У).

Тогда уравнение (1) имеет решение u(t) eHiq, s, Р; у)(Х), опреде­
ляемое формулой (5), где * означает свертку от +оо до t; a е (у0, —у).

В. Задача Коши и задача без начальных условий для 
гиперболических уравнений.

Определение 4. Оператор P(d/dt) называется гиперболиче­
ским, если он одновременно параболичен и обратно параболичен. Это 
значит, что существуют числа у0 'С yi, что (ДР) сд {z|y0 Rez у,}. 
Кроме того, при Rez -Д' а ■< у0, Rez Дл Ъ > у, имеют место неравенства 
(3). (Можно считать, что у, 0, у0 —у,.)

Теорема 4. Для гиперболического уравнения имеют место утверж­
дения теорем, 2, 3.

Г. Краевые задачи для к в а з и э л л и и т и ч е с к и х уравне- 
н и II.

Определение 5. Оператор Р(d/dt) называется квазиэллпп- 
тическим, если спектр (ДР) расположен вне некоторой одной (откры­
той пли замкнутой) полосы у0 Rez лД у,, причем, если у0 'Т а хС Re z '"Л 
лД о лД у!, то

\\Ар-Дг)\\^х^С(а, Ь)Д+ |2|)6-, / = 0,...,8. (6)

.1. Рассматривается задача

P (dldt)u~^ (t) = h(t). /Д>0, (7)
3=0

MR(0)=0, / = 0,...,s-1. (8)

Допустим, что оператор P(d/dt) квазиэллиптичен, причем У, X — гиль­
бертовы пространства. Обозначим через Ек спектральную функцию опе­
ратора В = (d / dt + у)2 как оператора в L2(RJ.X) с областью определе­
ния D(B) = {u(t)\u(t) <=ПДЪД,Х), п(0) =0}.

Теорема 5. Пусть у е [у0, уД, h(t) е Я(2, k, Id; у) (У).
Тогда решение задачи (7) (8) определяется формулой

u{t) = exp (yi) <Р^(у + Щ [dE-к (Л exp (— у£)) l>_i д+.



2. Пусть A: D(A) —> X(D (А) = X) —замкнутый оператор, удовлетво­
ряющий условиям:

а) о(А) {z]0 |argz| л/2— 0}, 6 > 0 — некоторое число,
О е сг(А);

б) для любого луча arg z = а, л / 2 — 0 < | а | < л / 2, имеет место 
оценка ]|(А — z)||С(1 + |z| )_1, С — С(а) >0.

На полуоси R+‘ рассматривается уравнение

= (9)

где Р(А, d / dt) таков, что для любых ZeS\ {0}, teI’’

Р (X, / Т) гч 2 аФ^3 т= 0-
М

Обозначения. Пусть уДХ),..., ym_ (X) — корни полинома Р(К, z) 
такие, что Rep>(X)<0, Положим у, = max Re у,ДХ),
? — 1,..., у*  = min Re уДХ), j = m_ 4- 1,. .., s; Хе <т(А).

Теорема 6. Пусть ye (у,, у*),  A/i(i) £//(?, 0, Id-, у)(Х).
Тогда уравнение (9) имеет единственное решение и ^H(q, s, Р-, у) (X), 

удовлетворяющее условиям м(0) = 0,...,u(™-_1>(0) = 0. Это решение пред­
ставимо в виде

u(t) = (-2ш)-'Ц>-'(г) (А -г)-‘/ф)>г,

где означает оператор, обратный к задаче

P(z, d!dt)u(t) = h(t), и(0) =0,..., w(m-~0(0) — 0;

Г— контур, уходящий лучеобразно в бесконечность и охватывающий 
а(А).

Д. Краевые задачи для квазигиперболпческих ура в- 
НС ПИ 11.

Определение 6. Оператор Р(d/dt) называется квазигипербо- 
лическим, если о(Р) расположен вне конечного числа (открытых или 
замкнутых) полос Re z гД Yaj+i, / — 0, 1, ..., N ( V Зэ1). При этом в
каждой из «резольвентных» полос справедливы неравенства (6).

На полуоси R+‘ рассматривается уравнение (9), где А — самосопряжен­
ный оператор в гильбертовом пространстве X; о(А) сд [Хо, оо), Хо > 0.

Допустим, что среди корней полинома (по z) 2Э(Х, z) имеется тп чисто 
мнимых корней и корней з=у,(Х) таких, что.
Reiti(X)<0.

Т е о р е м а 7. Пусть у s= (у,., 0), h(t) exp (—yi)eL2(R+1, X),...
.... Anh(t) exp (—X), где (n— 1)—число, равное макси­
мальной кратности чисто мнимых корней.

Тогда уравнение (9) имеет единственное решение u(t)^H(2, s, Р; 
у)(Х), удовлетворяющее условиям и(0) = 0,..., «("‘-~ч(0) = 0. Это реше­
ние представимо в виде

к(0 =</’-1(у + ^)[^(01Х(л), (Ю)

где Е>. — спектральная функция оператора А.
Т е ор ем а 8. Пусть ys(0, у*),  h(t) exp (—yt) =L,(R!, X),...

. . . , Anh(t) exp (—yt) e П(R+‘, X).
Тогда уравнение (9) имеет единственное решение u(t) е Н(2, s, Р; 

у)(Х), удовлетворяющее условиям н(0) = 0,..., н(от-+"’_1)(0) = 0. Оно 
представимо (формулой (10).
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Замечание. Общие краевые задачи для уравнений вида (9) см. в 
С).

IV. Теорема единственности. Пусть У = {и| и D( P '), Ащ е 
е У} плотно в D(P) в том смысле, что для любого u^D(P) существует 
последовательность и„ еУ такая, что ип->и, Ащп-^AjU, в пространстве X.

Тогда решения задач, рассмотренных в п.п. И, III единственны.
V. Метод доказательства. Абстрактная теорема. 
Доказательства предыдущих результатов основаны на сведении крае­

вых задач для уравнения (1) к операторному уравнению вида
S

Р(В}и^А^и = К, As~Id, (11)
3=0

где Ао, .... 4s^f, В — замкнутые операторы в банаховом пространстве Е. 
Обозначения. Г — непрерывная спрямляемая кривая в полуплоско­

сти Re z > 0 такая, что длина вдоль Г (от какой-либо фиксированной точ­
ки) одного порядка, что и |z|, z — Г, .S'—часть плоскости, лежащая 
справа от Г, S_ — слева.

Условия, a) D{AjB) = О(В43), АВ = В A;, j = 0, ..., s; б) о (В) cz 
cz S+, <т(Р) cz S_; в) существуют банаховы пространства FtczX, F.^X 
такие, что:

1) для любого zeS отображение (В — z)_1: Ft D(В) мономорфио..
При этом (В — z)_1: F -> F2 и

i! (В - z)-'\\Fl^ C(1 +|z|)-, HB-z)-%=r2CC(i- |z|)~\

где F = Fr p| F2, C > 0 — постоянная;
2) для любого z (=5. отображение P_i(z) :F,---D(ZJ) есть аналитиче­

ский мономорфизм. При этом ЛР~' (z) : F F,, / = 0,... , s, и

,МзР-1(2)1иг,^С(1+ |z|)ft-p M3P-1(z)||f,^E йЛ С(1 -L |z|)ft-f,

где С > 0, /с > 0 — целое число.
Теорема 9. Пусть выполнены условия а) —в); B' h-— Т, Bk+ih F. 
Тогда решение уравнения (11) определяется формулой

и = — (2лг) _1<z_ftP~‘ (z) (В — z) ~lBkh)T. >

Оно единственно при дополнительном условии плотности типа условия, 
рассмотренного в IV.

В случае самосопряженного оператора В решение уравнения (11) за­
писывается в виде

и = <Р-‘(Л) [й(В,/г)] ><,(«),
где Е}. — спектральное семейство оператора В.

VI. Замыкание. Предыдущие результаты допускают замыкание в 
нормах пространств, порождаемых дробной степенью позитивного опера­
тора В. В частности, при F = Е, к = 0 получаем изоморфизмы соответст­
вующих пространств.

Замечание. В п.п. V, VI мы развиваем результаты работы (2), от­
носящиеся к случаю s=l.

VII. Разнообразные приложения полученных результатов к краевым 
задачам для дифференциальных и псевдодифференциальных уравнений 
очевидны.

Московский энергетический Поступило
институт 20 V 1971
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