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В статье рассматривается установившееся волновое движение на по­
верхности потока идеальной тяжелой жидкости постоянной глубины Н, 
движущейся со скоростью с в направлении положительной оси абсцисс. 
Прямоугольная система координат выбрана так, что плоскость XOY совпа­
дает с невозмущенным уровнем жидкости, а ось Oz направлена вертикаль­
но вверх. Волны возбуждаются точечным периодически действующим ис­
точником, находящимся на глубине h < Н. Частота колебаний источника 
со > 0. Установившийся режим рассматривается как предел неустановив- 
шегося при i оо.

Волновая картина в случае жидкости бесконечной глубины исследова­
лась Л. Н. Сретенским (*), Эггерсом (2), Ньюмэном (:). Лайтхиллом (4). 
Если принять, что расход источника постоянен по времени, то рассматри­
ваемая задача сведется к задаче о корабельных волнах, возникающих на 
поверхности потока конечной глубины; решенпе этой последней задачи 
было найдено Хавелоком (’), а затем Л. В. Черкесовым (').

Пусть расход источника q меняется по закону
q =: Н(t)exp(iat),

где Н (t)—функция Хэвисайда. Пусть существует потенциал скоростей 
возмущенного движения <р = ф(х, у, z, t). Тогда <р удовлетворяет уравнению 
Пуассона

(■£■ + + “S') Ф = ~ # (О ехР 6 Ст, у, Z 4- /г), (1)

граничным условиям

+ с2 + S-gz-] Ф = 0 при z = 0, (2)>

4^- = 0 при z = — Н, (3)

а также условию
Ф = 0 при t < 0. (4)>

Отклонение свободной поверхности 
муле

Г — 1 / э<р д
~ g dt

t = Z(x, у, t) определится по фор-

Решение краевой задачи (1) — (4) может быть найдено с помощью пре­
образования Фурье по горизонтальным координатам х и у и дальнейшим 
решением обыкновенных дифференциальных уравнений. Если далее ис­
пользовать равенство (5), то для возвышения свободной поверхности по­
лучится представление

? = + (6)
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t -[-00

0 —co

Ф/г = &t + (— 1)* ]/str — lx — X\y + Icx-L — ®Tn

(7)

(8)

b — (H — h) IH, p = Я-1]^2 H-т]2, о = o(p) = Vpthp. (9)

Формула для установившегося движения получится, если в интеграль­
ном представлении для интегрирование по та осуществить до бесконеч­
ности. Пусть

5 = —- рЯ"1 cosO, т| = — p#_1sin0, x = rH cosy, y — rHsiny,

т = Ti . Ф* = wi + (—+ prcos(9 —у) —

------^=- cos 0 - ®./?т , к = 1,2. (10) 
VgH Vg v '

Тогда принимает вид
у +«> 2п +оо

$ $ $ p-^-exp(^)dpd0dr, к = 1,2. (11)
ООО

Для исследования lk будет использован метод стационарной фазы много­
кратных интегралов. Условие стационарности фазы интеграла имеет вид 
grad Фь = 0 и приводит к следующей системе трех уравнений для опреде­
ления р, 0, т:

(— l)fe б'т + г cos (0 — у) — —■ - cos 0 = 0,Vsh

— г sin (0 — Т) Н-----sin 0=0,

(—1)*б — р—^.с__ eosO — <о ~~ = О, А: =1,2.

(12)

В силу симметрии волнового движения относительно оси абсцисс, можно 
принять, что О у л.

Пусть к = 1, тогда существует острый угол yi такой, что при у = у, 
система (12) имеет единственное решение. Эта система имеет два решения, 
если у < Yi, и не имеет ни одного решения, если у > у,. Пусть эти реше­
ния будут обозначены через р41, т1!; 04!, I = 1, 2, и пусть 0U < 0,2. Тогда 
приближенная формула для h имеет вид

2
?i = S Сц + о(-^), (13)

1=1

если Т < И — е,

если T>Yi’+e,
= (14)

Z = l,2.
Фц = 4-rplt cos(0u — у) + -J-(— l)i+1, A = 1,2. (15)

A (0) — некоторая действительная функция и e > 0.
Выражение для описывает семейство продольных волн, а выражение 

для ^12 — семейство поперечных волн. Оба эти семейства волн перемеща­
ются от начала координат в бесконечность внутри своего сектора сущест­
вования.

Для исследования разрешимости системы (12) при к — 2 необходимо 
ввести функцию с0 = с0(®), параметрически определяемую равенствами 

со = о — ро', с0 = и'. (16) 
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Функция Со монотонно убывает от 1 до 0 с ростом о от 0 до 4"°°, причем 
dco / da — 4-00 при со +0.

Если к — 2, то при решении системы (12) могут представиться два слу­
чая, которые следует рассмотреть последовательно.

I. с / ygH < Со (а} II / gj. В этом случае существует острый угол у2 та­
кой, что при у =72 система (12) имеет два решения. Если у < у2, то эта 
система имеет три решения, а если у > у2, то одно. Пусть ро,,,, т2т, 02т, 
т = 1, 2, 3, являются этими решениями. Областью определения функций 

с

Рис. 1

р2т, Та™, 92га при тп = 1, 2 будет являться отрезок [0, у2], а областью опре­
деления функций р23, т23, 62з — отрезок [0, л]. Теперь может быть найдена 
асимптотическая формула для £2, имеющая вид

з
(17) 

т=1

А (02т) —--z-, если Г< Т2 — е,
= Уг (18)

О, если Т> Т2 4- е,
при т = 1, 2 и

?23 = А (923) ±£Р (g-^) . (19)
У г

Здесь

Ф2т= at + rp2mcos(02m — у) 4- (— l)^+i, m= 1,2,3. (20)

Волны £21 и ^22, представляющие соответственно семейства продольных 
и поперечных волн, перемещаются из бесконечности в сторону начала 
координат внутри своего сектора существования, а волны р23 образуют 
семейство кольцевых волн, перемещающихся от начала координат в бес­
конечность.

Справедливо неравенство
У1(о>, с) < у2(о), с), (21)

поэтому область существования волн £21 и 'Q22 включает область существо­
вания волн и £12.

Общая волновая картина в случае I изображена на рис. 1.
II. с Г]^Н > с0(аУН/ g). В этом случае разрешима относительно у сле­

дующая система двух уравнений:

7Г“а^'’ WT31”1'-3'- (22> 
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Наименьший положительный корень системы (22) будет обозначен че­
рез у3.

В случае II существует единственный острый угол у4 такой, что при 
у = у4, к = 2 система (12) имеет единственное решение относительно р, 
т, 6. В общем случае эта система определяет функции р3„ = :р3„(у), £зп = 
= т3„(у), 0з„ = 03„(у), п = 1, 2, 3. Областью определения функций р31, 
Тл, 0з1 является отрезок [0, у4], областью определения р32, т32, 032— отре­
зок [у3, у4], а областью определения ,р33, т33, 0зз — отрезок [0, у3]. Теперь 
может быть найдена приближенная формула для £2, которая в данном слу­
чае имеет вид

з
Ъ = 2 U + о (^),

П=1
(23)

(24)

(25)

(26)Ф31г = wi + rp3n cos (03п — Т) + -^ (— l)n+1, « = 1,2,3.

?3п —

ехр (дФ„ )Л(03п)_£1^-,
V г

0,

если Г<Т«Л(9-п) — е,

если Т>Г1/2(9-п) + е,
при п = 1, 3 и

Я /а , ехр (гФзг)А (032) —1 , если
f — V г“=32 —

—е>т>т3 + е,

0, если Т<Тз —е, Г>Г4 + е.

Линии равной фазы семейства волн £31 представляют кривые, которые 
опираются своими концами на лучи у = у4 и у = 2л — у4. Семейство волн 
из2 перемещается в двух секторах у3 < у < у4 и 2л — у4 < у < 2л — у3. 
Линии равной фазы этого семейства волн имеют своими асимптотами лучи 
у = у3 и у = 2л — у3. Волны £31 и £32 перемещаются от начала, координат 
в бесконечность.

Волны £33 представляют семейство продольных волн, движущихся из 
бесконечности в сторону начала координат в секторе, ограниченном луча­
ми у ~ у3 и у = 2л — у3. Границы указанного сектора являются асимпто­
тами для линий равной фазы этих волн.

Справедливы неравенства
у, (со, с) < уз (со, с) < у4(со, с). (27)

Общий вид волновой картины в случае II показан на рис. 2.
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