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ОБ ОЦЕНКАХ НАИЛУЧШЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИИ 
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ ПОСРЕДСТВОМ СУММ ДВУХ 

ФУНКЦИЙ МЕНЬШЕГО ЧИСЛА ПЕРЕМЕННЫХ

В совместной работе авторов (*) были предложены способы нахожде­
ния наилучшей приближающей функции f(xl,..., х„) из класса Пй,, (см. 
(2)) суммами вида

<р (.т1;. . . , xk) + ip (,^+1,. .., хп) = (р (х-) + (г/-).
К этой категории относится также ряд работ, где установлены простые 
способы вычисления значения наилучшего приближения (3~5) и способы 
нахождения наилучшей приближающей функции (2, 6).

В настоящей заметке дается понятие производной по группам пере­
менных, являющееся дальнейшим развитием понятия производной по 
направлению, указываются способы ее вычисления. Далее определяется 
класс являющийся обобщением класса Пм, и при помощи производ­
ной по группам переменных находятся достаточные условия принадлеж­
ности функции многих переменных этому классу. Затем мы указываем 
способ вычисления наилучшего приближения функции f е= Ц?, посредст­
вом ф(я?к) + ty(yq) и находим точные двухсторонние оценки значения 
такого приближения функции, у которой существует лишь смешанная 
производная по группам переменных хЦ и yq.

Рассмотрим функцию f = f(xi,..., х„) = f(p) = f(xa, pfx^), опреде­
ленную в некоторой области Q эвклидова пространства Rn. Зафиксируем 
некоторую группу переменных я- = (Xi,..., ха), а ^.п, и произвольный 
вектор а = [у,,..., va], где v„ i — 1, 2,..., a, — вещественные числа. 
Величину

/ (х_ + sa, р/х ) — f (р)/г 1 • a ci/ _ 1-1 = --------------,
xa’lal s-»o L.,s‘ / i | ^1

isa 
где s — положительное число, назовем производной (первого поряд­
ка) функции j по группе переменных я» в направлении вектора а. Будем 
говорить, что функция f имеет ^производную по группе пере­
менных х~а, если опа имеет производную по группе переменных Ха в, 
направлении произвольного вектора а = [vlt..., va], удовлетворяющего 
условию

0^1/7.^ | V;/Vj| Л; i, j е a. (1)

/' _ означает, что функция / имеет такую
ха' 14

производную. При 7.->1 класс функций, имеющих

Символически запись

расши­
Х-.

/' Г , = 4-’
поставлено. 

В случае, когда знаки координат вектора а положительны, будем 
зоваться соответственно обозначениями

ряется. Самый узкий класс — это класс функций, имеющих

где на приращения svf, i а, никаких ограничений не

хл состоит из одной переменной, то /'Х-, a 
ную частную производную. Справедлива

1^00

^ха' Iaj’ Г4 ’

г_. превращается в

поль-
Если

обыч-
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Лемма 1. Пусть существуют частные производные , гЕй,
Тогда существует производная по группе переменных х- в направле­

нии произвольного вектора а = [v,,..., ту] и она может быть вычислена 
формулой

f' 1-1 = Tv, 1~к 1—~Т7Т 2 vif’x ■
u iea

Замечание. Класс функций, имеющих производную /'
, x<?'a 

шире класса функций, имеющих обычные частные производные / Xit 
е а. Например, функция f = \ ху\ при х = 0, у = 0 частных произ­
водных не имеет, ио для произвольного вектора а = [v1? v2] 
f . (0,0) = 0. В частности, когда группа ту состоит из всех

(ху), |а(
переменных хх = xh ..., tl, между обычной производной по направлению и 
производной |й| имеется следующая связь.

Лемма 2. Для того чтобы существовала производная первого поряд­
ка по всем переменным f* в направлении вектора а =

='[v1;..., v„], необходимо и достаточно, чтобы существовала производ­
ная по направлению д] / да, причем справедлива формула

f = + • ■ • + у» . df .
!«i N11+ ... - NJ ’ d~a

(^-производную порядка m no группе x-^ определим рекуррентно:
/W =Г/(-1)1 ).
+ Ы [ xa’ N-h’ H

Смешанную производную порядка (pt + ... + pm) в смысле [Xi,.. . , 
по системе ц = (бу,. .., am) определим через

•1’’х«--Чп'I I Lv I k* IМ ’ ’ ■ Ч • I Г
В частности, при Pi = ... = р„ получаем смешанную производную в 
смысле [Хп. . . , Хт] по системе т] = (an.. ,am): f™ i - - i, а ec-

+ ’■ am’| X1..... M
смешанную производную в смыслели, кроме этого, Хг = ... Xm = X, то

X по системе и : _ i - г* J хп ...хП J а> ai am | л !
Л е м м а 3. Пусть существуют 
т. , у ЕЕ а, / = 1,..., т.

xvx-im

Тогда, производная k-го порядка
.... ха) в направлении произвольного вектора а = [vi,..., va], 
вует и может быть вычислена формулой

** г^а
ma

(I vi | -г • •1 va I) i1+„.4.iffl=nl

обычные смешанные производные.

по группе переменных х- = (zb...
сущест-

1
и • •

Теорема 1. Пусть существуют обычные смешанные производные

fxi .. х. ! ikqk +1 &ki к 1, . . . , TH, Qi, = 1,. . . , Рд.

Тогда существует смешанная производная порядка (р4 -]-... + рт) по 
системе ц = (а.,,..., «„,) в направлении соответствующих векторов
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а*. = [vtl,..., Vfta ft] и она вычисляется по формуле 
pm°m ,а , . о .
У V. V .

1г“

П (|vftl| + ... + |vft |)р*
k=l

<и I , и ч

• • v.

(Xi
s •••

iti=l

. X.

V ... У ... у v. V . /«i‘+-+'W
.X 1»1Г" m»m₽TO’l₽i=1 lml=l lmPm=1 Pra

m 
п (IM + ••• +lvJ)₽fe k=l

При Pi = ... = = 1 из теормьт 1 получается
Следствие. Смешанная производная по системе (щ,..., й.,„) в 

направлении векторов at,... ,am вычисляется по формуле
У У V ■ V . Лт) х

j(.m) _ _ __ 1 1_____ *т£ат_________________________________
1 х—...х- > со,...,а™ I еп.

а' ат Г1 (|vftl|4-.. +М
k=i

Функцию f = f(xa, р I Ха), назовем монотонно возрастающей 
по группе переменных х.~ в направлении вектора а— 
— [V1, ..., va], если для произвольных

„ , „ , „ , --  X- V.
Ха>Ха И- е- ж1>ж1. • • • ,Ха>Ха), —----- , i, j £ а,

имеет место f (ж-, p/x-) (x-, p/x-).
Будем говорить, что функция f является монотонно возрастаю­
щей по группе переменных ®;всмысле1 (или Х-м о и о т о н- 
но возрастающей), если она монотонно возрастает по группе х^ в 
направлении произвольного вектора а, удовлетворяющего (1).

Лемма 4. Если f г- j > 0, то функция f является 7.-моно- 
сГ 1

тонно возрастающей по группе хр.
Обозначим через класс функций /, для которых при произволь­

ных x-k > x-k, у- у- справедливо неравенство
/ (г'р у"~> + / (хр, у’-) > f {x~k, Ур) + f (xp, У~), V)

где

(3)i,j = l,...,n.
K xi~xi

Очевидно, П*Хд c 11^'g при Xi < X2, т. e. при X-> 1 класс рас­

ширяется; при X = оо класс П^, совпадает с классом (2). Обозначим 
через ПйХд((?) класс функций / еПЙ в области Q. Пусть Q = [а.. Ър,...

ап, 6„]. Рассмотрим приближение функции /(дд,..., хп), определен­
ной в Q суммами вида <p(zj) + ф(г/-). Определим наилучшее приближе­
ние через

Ef = inf If — cp — ф||с.
ф(ж^)+Ф(у-)еС(О)

Теорема 2. Значение наилучшего приближения непрерывной функ­
ции f Е П^д (<?) может быть вычислено формулой

Et = Vi If b-) + f (a-k, a-) - f {b-k, a-) - / (a^, b-)].
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Если существуют хотя бы две точки

для которых в (2) имеется знак строгого неравенства, то 
наилучшая приближающая функция не единственна.

Д ока з ат е льств о теоремы 2 основывается на доказательстве этого 
результата для класса Пм(<2), который ранее был установлен М-Б. А. Ба­
баевым. Здесь надо иметь в виду, что координаты произвольных пар то­
чек (x-k, у-), (а.-, у-) прямоугольника Q с х-к >хк, у- > у- удовлетво­
ряют соотношению (3).

Л е м м а 5. Если fx-v- гйи т0 /
k' q’ AJ

Замечание. Из леммы 5 видно, что для того чтобы f ЕЕ , до­
статочно неотрицательности смешанной производной по направлению 
векторов лишь с положительными координатами.

Одним из результатов приведенной вспомогательной работы является
Т е о р е м а 3. Если

fE^C(Q), f - <=C(Q), Q -. a^Xi^bi, i = l____ n,
fe' q AJ

‘то справедливы точные оценки

I Ef | eE Ef Еб 2 2 — ai) (bi — ai) 4“ Ef,

Lf = x/4 [/ (b-k, b-) - f (a-k, a-) - f (b-k, a-) - f (a*, b-)],
SUP sup K-v- [EJ (M если f"x-v- EJ

(/ J I x^-,[az]<oJ

имеет отрицательные значения’,
°> если >0-

З а м е ч а н и е. Нетрудно убедиться, что если при условиях теоремы 
3 Л=у- [ах то в силу теоремы 2 неравенства (4) превращают­

ся в равенства, что и доказывает точность оценок (4).
Следствие 1. При условиях теоремы 3 справедливы точные оценки

[А,КS (6i — ai)~ |£/|,
i=i y=fe+a

4= sup sup If" j- j (p)|.

(4)

Следствие 2. Если при условиях теоремы сохраня­
ет знак, то

1г П

Е1 < 1/i А 2 2 — ai) (bi — aj)

i=l J=S+1
(константа А определена выше).
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