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Рассмотрим в области Q[0 xh < оо, А = 1,.... га] уравнения (’)
В[w] + Ft (г) w = 0,
п

В[п] + F2(r)u = 0, (1)

v V и 1 “Кв 2 Xjc

оо

г
= /^ + ...+ 4, «>2,

со

(2)

Fi (г) = S у.^-1 
-U >

(3)

Jc=O R=0

Исследуем связи и = Tr[u>], w — Tr~l [га] их решений w(r, 9), и (г, 9) е 
eC’(Q) в гиперсферических полярных координатах (г, 9), 9 =
— (91,..., 9„_i).

1. Пусть га(0, 9) = ip(0, 9), N = п ф- а, ф- ... ф- я„ 2, 
Тогда

г

и г = гд / дг.

и (г, 9) = W (г, 9) + (p/r)<N-« /2Н (г, р) W (р, 9) dp,
А

(4)
О

[р? + г2Г2(г)]Я = [к® + p2FJ. (р)] Н (0<р<г), (5)
lim pN'2H (г, р) = lim pN~2vp [p^NI‘-H (г, р)] = 0, (6)
р-> 0 Р-* 0

г
И (г, г) = 1/2 j г [7ф (г) — F., (г)] dr (г > 0). 

0
(?)

2. Если Я (г, р) (г <+р < оо) — интеграл уравнения (5), для которого
lim (rt р) = lim pN~2vp [pl'^'2H (r, p)J =0,
p—*• oo p —> co

(8а)
oo

H (r, r) = v2 J r [F-t (r) — F2 (r)J dr (r > 0),
r

(8Ь)

то при условии сопряжения u(oo, 9) = io(oo,9) находим
co

и (г, 9) = w (г, 0) ф- \ -у- (р/г)^-2)/2Я (г, р) W (р, 9) dp. (9)

3. В сходных с (4), (9) операторах Вольтерра 1-го рода
у

и (г, 9) = (p/r)^2') '2Н (г, р) W (р, 9) dp,
<■ о
0

(10а)

со

и (г, 9) = -i- (p./r)(N-2l -Я (г, р) W (р, 9) dp (10Ь)

ядра Н(г. )} также обладают свойствами (5), (6), (8а), а вместо (7) и 

(8Ь) здесь надо требовата j-y Н(г,г)=0 (ri>0), причем H(r,r) =

— const находится из дополнительного условия сопряжения функций и, и>, 
иг, wr при г = 0, г ==оо.
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4. Решение задачи (5), (6), (7) имеет вид
оо

Н™ (г, р) - 2 rm+ifm (0, t == р/r, /0 : 
т~0

В частном случае, когда Fi{r) = 0, получаем
G {г, г)//<?■ 0-, o) = — vp[G{r, p)],

[y<— r₽ -f- r2F2{r)} G = 0,

Пусть Rp (0) =1, 1 = 1, 2,
Li:,i — Ri: + {2k 4- 1) r 1Rii +

ОС
№ = 3 Рп’г'1,

п=0
Тогда, исходя из (12), (13) 

п

/п (о = 3 з«гт/2
m—о

n {2k 4- n) p® =

— (Р-1 С-1) • (11)

i = К (0,?р) = 1, (12)

) = 2 гт/т (о.
m=o

(13)

Яг(г)Як = 0, (14)
П-1

— У Ll(ltV г г с7г-г-2‘
1=0

(15)

и (15), находим
с+гоо

= 2~ j Pn’r!t -4- ic = const), 
c-i^x

(16)

ос
3'4° = lim [(1 + т/{2к)) р,((г)]. Когда F2 {г) = 2 с2кг^, получаем 

2К—<-т) (.=0
_ гАп) „—41
— Ни > ^0 — 1J»

СО оо

G = 2 а2т +Г (г) = 2 Ат (Г) (Г — Р)™’ А0 (r)sl>
7П=0 т=0

(17)

г
2 (т + 1) Лт+1 = rnAmr~L — Ап — r<m^ j гт+1Я2 (г) Ат {г) dr. 

о
5. Решением уравнения Вольтерра (4) служит оператор

Г
w {г, 0) = и {г, 0) — -у {pR^^^R (р, Г) и (р, 0) dp.

о
Ядра, переводящие 74 (г) 0 в F2{r), можно построить, если найти
ции, преобразующие (г) 0 в /(.(г), так как

Г
Н? {Г, Р) = Я<2) {г, р) - Я® (р, г) - \ 4- яо2’ {г, У 77 « (р, е) dl.

р

При четных Fh{г) (17) и (19) дают разложение
ОО

Я<2) =2 ("» + 1) (4m+2 - (rp)™+1 МН1 (р) <1Х (Г),
т==о

(18)

функ-

(19)

(20)

6. Приведем примеры применения алгорифмов (11) — (20).

F2(r)=4Y(Y + 1) (г2 + l)-2-46(6 + 1) (4-1) +

Здесь (14) решается в рядах Гойна и Аппеля (см. (2)).

Rk{r) = (1+4)-”(1-4)-+(-1,&, а, М +1; -2у; г2) = 
— ^з(—Y, —б, у + 1, б + 1, к + 1; Xt_, Yi),

X = у + 6, р = 6 —у, а — & = р = — 6 = р,(л — к},
(4 + 1)Х,= (4-1) У, = 4,

Пусть
(21)

(22)
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а из (12)—(17) следует
(m!)2Am f= ( —б)и(1 + б)т,

А,„ = Ат(¥1/г)т3Р2(—т, —у, 1 + у, 1 + 6 — т, — 6 — m\—Xi / У,). 
(т!)2а2иГ(Х0 - тп / 2) Г(ц0-иг/2) = (-4)™Г(Х0 + т / 2) Г(ц0 + т/2),

G = F у—у,—5, у + 1, 6 -|- 1,1; X, У), Ао=1 + Х/2, 2цо = ц4~1, (23) 
где (г2 + 1)Z= (г2 — 1) У = г(г — р). При у = 0, 6 = 0, у = 6 (22) и 
(23) сводятся к функциям Гаусса 2^1, а
Ат = Ди (У1 / г) /2п = Д. (t - l)3f2(l - п, 1 - 6, 2 + 6, 2, 2; 1 - Z). (24) 
В случае Р2 (г) = Ъ%г~' — Ъ2 (b,K = const) получаем

(2br)h+'l2Rk = MKt.k(2br), (n!)2ct„ = (—2Ь)”['/2(1 — п) — Х4]п, (25а)
1

G <r’ Р) = 4^’Х'~,/2 (1 ~ ^)’"“,/2ехР [Ьг -!)]<? ® dl, (25b) 
о

<2(g) = cos [лЛ1 — 2&Vrpg(l — g)], 2Л4 = Х, — 1 < Л < 1.
В частности, когда Л. = 0, F2 = Ъ2, (24) и (25) дают (3,4)

Rh(r)=jybr), (m!)2a2m = (b / 2)2и, Ат = (~1)та2тгт,
f2n(l) (= a2n(t — 1)п, G = J0[b}r(r — р)]. (26)

С помощью (19), (20) и найденных а,„, Rm можно перейти в (4) от каж­
дой из рассмотренных F*(r) к любой другой из них. Например, при

Fifr) =—4Ь(кbr2), F 2(г) = 4Ъ (У — br2) (b,A = const) (27)

приходим к билинейному ряду (20) для функции Куммера:
Н12) =-2ЬХгрехр(-67?44(1-^,2; 25/?а), /?2 = г2 - р2. (28)

Соответствующие резольвенты Н (р, г) обратных операторов (18) возни­
кают из (23), (25Ь), (26), (28) при замене г на р. Аналогичные алгориф­
мы применяются и для построения ядер G, Н связей (9), (10). Например, 
для (Юа), (27), а также в сходном случае

Fi(r) = — b(Xr~l + b), Fyr) = b(y.r~l — b) (b, X = const) (29)

приходим к семейству ядер с параметром ц = const (S = г — р):
Н™ = (7?2/ (гр)У ехр (- ЬИ*), F. (*/2 - + р; 1 + 2р; 2Ь7?2), (30)

//У = (S2/ (гр))'*exp (- bS) У\ е/2 - + и; 1 + 2ц; 2bS). (31)
Сходные с (4), (9), (10) операторы получаются для уравнений

(В — Ь2)™и~0, (Вт + Ъ2т)и = 0, Вт = В[Вт~1], тп = 1, 2,... (32)

7. С помощью найденных связей строится фундаментальное решение 
Unm(x, g), х = (х., . . ., хп), g = (g4, ..., g„) уравнения (В — b2) mu = Q 
(т = 1, 2,...) в форме радиального ряда

U™ (х, g) = р-2^ S (г/р)28 Л5 (г, р) У8 (ф, ф) (г < р), (33)

р = У g2 + g2> 4 — d^ybr) Л'р.-да (bp), 2ц = N 2m,

Ye = 8sFc(—s> P + Vi,...,Vn‘> Ф1Ф1,-, фпФп)’ Ф» = xi/ri ''I’i = 4Р»

Г (m) s!6, П Г (Vi) = (- l)m+s 2n_2mf (p + s), v< = & + -У, «4 = 2^.
i=l

Здесь Fc — функции Лауричелла, вырождающиеся при п = 2 в произведе­
ния полиномов Якоби (а4 =4= а2 =/= 0) и Гегенбауэра (а4 =4= 0, а2 = 0). В слу­
чаях (1), (21), (27), (29) решения Unl{x,^) возникают, если в (33) оста­
вить неизменными угловые множители_У«(ф> ’Ф)_!_не зависящие от Ъ, а ра­
диальные множители Rk(r) —Ih(br), 7К(р) = Кк(Ьр) (A=p + 2s) заме­
нить подходящими интегралами Rk(r), Rk(r) уравнения (14), которые по-
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добно (22), (25а) выражаются в рядах Гойна (Аппеля) и функциях Уит­
текера первого и второго рода. С помощью (4), (9) (10), (33) сводятся 
к интегральным уравнениям и эффективно решается ряд краевых задач 
для (1), (32) в замкнутых и открытых областях, а также исследуются 
спектральные свойства оператора В в таких областях. Рассмотрим, напри­
мер, в гипероктанте Q области ZA{0 г гф A}, D2{R =£7 г < оо}, 
D3{R ^.r ^.R^} (Di +-D2 = Q), ограниченные частями Sn{rp=R, 

5«,{r = A(, 0} гиперсфер r=R, r = Ri и плоскостями
x>. = 0 (к = 1,..., га). Обозначим через (г, р) ((=1,2,3) функции 
Грина оператора LK. 2 (см. (14), к.= р ф- 2s) на интервалах 0 сф г 5ф В, 
R гф) г < оо, Rt О г еф Т?2, т. е. интегралы неоднородного уравнения

= —юу1г1_Л'б(г — р), (fc= р ф-2s, d(z) -дельта-функция Ди­
рака), обладающие нулевыми граничными данными при r = R, r=R, и 
г==оо. Заменяя в (33) А,(г, р) подходящими радиальными функциями 
влияния (г, р), получим соответствующие функции Грина первой, вто­
рой и третьей краевой проблемы в областях Ik (i = 1, 2, 3) для операторов 
(1), (21), (27), (29). Пусть, например, и,(г, 0) еС‘(Д;) (г—1, 2) удовле­
творяют в Di уравнению В [щ] = 0 и граничным условиям

+ (—yr щ = f(x)^C2(SR), zeSr; ПтжА-|^- = 0,

где h = const фз 0; к — 1,. .. , га, а гад — внутренняя нормаль к SR. Тогда, 
опираясь на (33) (Ь = 0, гаг=1) находим для щ(г, 9) интегральные фор­
мы вида (10):

1 ОО

иг= — R \ w (rt, 9) и2 = R J w {rt, 0) Ph''dt,
о 1

Г п
w (г, 0) = (А2 — г2) J f (|) П &Р (*, £) dSR (В), (34)

SR i=l
Р = brrNFA (N / 2, Pi,... , p„; ал, . . ., an; — / r,2,.. . , —4a:ng„ / y2),

n n
8 П Г (Vi) = 2П_1Г (A/2), = 2 (y - h)2-

i^l i=l

При этом В[ю]=0, w (R,Q) = f (x),\imx^wXli = 0. Радиальные пред- 

ставления вида (33) для ядра Пуассона Р(х, £) из (34) дают возмож­
ность обобщить на случай оператора В известное разложение в ряды Ла­
пласа по сферическим гармоникам функций, заданных на гиперсфере 
г=1 (см. (2), т. 2, стр. 235), а также (путем предельного перехода в по­
добных рядах Лапласа) построить аналог известных кратных интеграль­
ных трансформаций Неймана и Мелера.

8. Сходные с (4), (9), (10), (33) результаты получаются в других орто­
гональных системах координат (цилиндрических, конических, сфероидаль­
ных, параболоидальных, бисферических, тороидальных), в которых урав­
нения (1), (21), (27), (29), (32) допускают полное или А-разделение 
переменных. Здесь разложения вида (33) для Unm(x,^) позволяют по­
строить функции Грина и интегральные представления решений внутрен­
них и внешних сингулярных проблем Дирихле, Неймана, Робэна в обла­
стях, ограниченных координатными поверхностями и плоскостями вырож­
дения уравнений (1), (32).

Московский вечерний металлургический Поступило
институт 14 I 1970
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