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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ХИМИЧЕСКОГО СОСТАВА 
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ МИНЕРАЛОВ 

НА ОСНОВЕ ИХ ФИЗИЧЕСКИХ СВОЙСТВ

(Представлено академиком Д. С. Коржинским 4 XI 1970)

Многие важные породообразующие минералы, такие как пироксены, 
амфиболы, слюды и др., имеют сложный состав, который может быть пред
ставлен в виде содержаний нескольких химических переменных (а^). Воз
можность оценки состава таких твердых растворов при экспрессном опре
делении нескольких физических свойств представляет значительный ин
терес.

Вопросам связи химического состава с физическими свойствами мине
ралов посвящен ряд работ, например (1-’Л В этих работах обычно исполь
зуется многомерный регрессионный анализ, в результате которого некото
рое физическое свойство (&,) представляется в виде линейной комбинации 
нескольких химических переменных. Получаемые таким образом регрес
сионные уравнения позволяют предсказывать величину bt при известном 
химическом составе. Представляющая значительно больший практический 
интерес обратная задача — определение химического состава из заданного 
набора физических свойств — или вовсе не рассматривается в этих рабо
тах или изучается для частного случая 1—2 химических переменных, 
когда соотношения могут быть представлены графически.

Предложен (s) новый прием изучения таких многомерных отношений, 
в котором химические переменные и физические свойства рассматривают
ся как симметричные переменные и минимизируется не сумма квадратов 
отклонений функции (физического свойства), а сумма квадратов длим 
нормалей от экспериментальных точек к (п— т)-мерной линейной по
верхности в и-мерном пространстве (здесь п — общее число переменных, 
т — число связывающих их уравнений). Метод этот излишне громоздок, 
так как в нем помимо интересующих нас связей между химическим соста
вом и физическими свойствами устанавливаются также ненужные в дан
ном случае регрессионные отношения внутри химических переменных и 
внутри физических свойств. Например, при сравнении состава бинарного 
твердого раствора с сотней физических свойств простая задача, легко ре
шаемая при ручном счете, в методе (8) превращается в трудно решаемую 
даже на вычислительных машинах, так как в первом случае отыскивается 
100 решений уравнений с 2 неизвестными, а во втором те же самые реше
ния находятся из собственных векторов матрицы порядка больше 100. 
В связи с этим при выяснении многомерных отношений между химиче
ским составом минералов и их физическими свойствами целесообразно 
использовать или традиционный регрессионный анализ или метод (8) 
N раз для п + 1-переменной (здесь N — число физических свойств, п — 
число независимых химических переменных).

Ниже предлагается простой прием определения многокомпонентного 
химического состава твердого раствора по набору его физических свойств. 
Пусть заданы 2 группы образцов некоторого минерала сложного состава, 
первая из т образцов с известным химическим составом и известными фи
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зическими свойствами, а вторая — из т образцов с определенными физи
ческими свойствами и неизвестными составами. При этом необходимо, 
чтобы область составов второй группы включалась бы в область составов 
первой. Если для образцов первой группы помимо валового химического 
состава известны такие структурные характеристики, как коэффициенты 
раснределения некоторых элементов по позициям, то они могут быть 
включены в число химических переменных, если же такие характеристики 
неизвестны, то необходимо, чтобы образцы первой и второй групп имели 
бы близкое происхождение (например, все образцы из метаморфических 
пород). Для того чтобы избежать систематических ошибок, необходимо, 
чтобы химический состав и физические свойства во всех образцах были 
определены аналогичными методами. Задача состоит в наиболее точном 
определении химического состава образцов второй группы на основе их 
физических свойств.

При выборе химических переменных следует придерживаться правил:
1. Из двух изоморфных элементов (например, Mg — Fe, Si — Al и т. д.) 

для характеристики химического состава нужно выбирать только один. 
Если число изоморфных элементов больше двух (/с), то в качестве хими
ческих переменных следует выбрать (к —- 1)-компонент. Регрессионные, 
уравнения могут заметно меняться в зависимости от того, какие компо
ненты выбраны в качестве переменных, однако в данном случае это не 
играет роли, так как на конечной стадии определяются именно те компо
ненты, которые вначале выбраны в качестве переменных.

2. Целесообразно стремиться к минимальному числу химических пере
менных, поэтому следует характеризовать лишь важнейшие типы твердых 
растворов, учитывая, что влияние малых компонентов на такие физиче
ские свойства, как показатели преломления и размеры элементарной ячей
ки, обычно очень мало и им можно пренебречь.

Пусть А—матрица размерности т X п (т— число образцов, п — 
число химических переменных), состоящая из величин химических пере
менных в образцах первой группы (химические переменные целесообраз
но выражать в виде отклонений от среднего коэффициентов кристаллохи
мических формул минерала). В — матрица размерности т X N физиче
ских свойств образцов первой группы (N — число физических свойств); 
X — неизвестная матрица размерности re X N из коэффициентов много
мерных регрессионных отношений между физическими свойствами и хи
мическим составом.

В матричной форме уравнение АХ = В решается как

Х= (АТА)-*4Т5, (1)

где АТ — транспонированная матрица А.
Установленные таким способом многомерные регрессионные отношения 

могут быть представлены в виде

^юр) — Х11 ®1ср) 4" х1п (ап апср)

  (2) 
(b,v btfep) = (al я1ср) xNn (an ancp)-

Рассматривая этот набор уравнений как систему с неизвестными 
(а — at ср), ... , (ап— апср), можно для каждого образца из второй груп
пы решать систему (2) относительно этих неизвестных, считая коэффици
енты хц уже известными и физические свойства Ь- определенными.

Очевидно, что для определения п независимых химических перемен
ных необходимо не меньшее число физических свойств, т. е. N п. 
На практике многие физические свойства связаны между собой сильными 
корреляционными связями, так что для уверенного определения п хими
ческих переменных желательно использовать в 2—3 раза большее число 
физических свойств и определять из системы вида (2) неизвестный век- 
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гор химического состава методом наименьших квадратов. Очевидно, на
дежность определения химического состава по набору физических свойств 
тем выше, чем меньше погрешности определения коэффициентов матри
цы X и чем больше линейная независимость векторов, составляющих эту 
матрицу.

Уравнения системы (2) выражены в разных единицах и в таком виде 
не сопоставимы между собой. Если стремиться к тому, чтобы придать 
всем уравнениям одинаковый вес, целесообразно каждое разделить на мак
симальный в данном уравнении коэффициент xtj с тем. чтобы в каждой 
строке (2) все коэффициенты 1. Если стремиться к приписыва
нию уравнениям системы (2) разного веса в соответствии с погрешностя
ми определения физических свойств, целесообразно каждое уравнение 
разделить на среднеквадратичную погрешность определения соответствую
щего физического свойства.

Обозначим Л диагональную матрицу порядка N из весовых множите
лей (в первом случае 1/х И max? . . . , 1 / XiN max, во втором 1 / щ); Я — неизве
стная матрица химических составов для второй группы образцов; Ё — 
матрица физических свойств для второй группы образцов. В матричной 
форме система (1) с весовыми множителями запишется в виде

AXTJT = ХЁТ (3)

и неизвестная матрица химических составов

Ят= (ХА2Х’)-‘ХА25Т. (4)

На практике, вычислив из матрицы регрессионных отношений Х-матрицу 
(ХХХ' У ‘XX размерности п X N, получаем способ определения неизве
стного химического состава при умножении этой матрицы на векторы 

—bjep}, представляющие собой наборы физических свойств образцов 
второй группы. В более подробном виде этот результат может быть за
писан:

(й) — at С1) = Кц (bt — bi Ср) 4~ ... И- KiN(bN — bN ер),

•..........................~.....................................~ • (5)
(ап — я„ ср) — Kni (bi — bi ср) + ... + (bN — Ьх ср),

где Кц — элементы матрицы (ХА2Х'Г)_1ХА2.
Опыт нашей лаборатории показывает, что использование этого приема 

для сложных природных твердых растворов (при соблюдении отмеченных 
выше условий) позволяет с достаточной для решения петрологических за
дач точностью определять 2—5 переменных химического состава на осно
ве оптических свойств и параметров элементарной ячейки.

Удобство предлагаемого приема состоит также в том, что после оп
ределения регрессионных отношений последующие вычисления могут 
быть выполнены по той же программе метода наименьших квадратов —’ 
вместо матрицы А подставляется матрица АХТ, вместо матрицы В — мат
рица и вместо неизвестной матрицы X — матрица Ат.
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