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КВАЗИЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
ОПЕРАТОРЫ И ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ
(Представлено академиком И, Г. Петровским 17 И 1971)

В статье построена алгебра квазиэллиптических псевдодифференциаль- 
ных (п.д.) операторов на Rn и установлена эквивалентность условии квази­
эллиптичности и фредгольмовости *. Эти результаты использованы для 
доказательства единственности задачи Коши для параболических п.д. опе­
раторов.

Результаты, полученные в работе, новы также и для дифференциаль­
ных операторов.

В последнее время появились работы С-5), в которых изучались п.д. 
операторы без предположения о стабилизации символа на бесконечности. 
Из этих работ отметим работу ('), в которой получены близкие к изло­
женным здесь результаты в эллиптическом случае.

Задача Коши в полупространстве для п.д. операторов со стабилизирую­
щимся на бесконечности символом рассматривалась в работе (7), где была 
установлена ее обратимость в весовых классах с весом е~,р для достаточно 
больших р > ро > 0.

В настоящей работе показано, что условие параболичности необходимо 
п достаточно для обратимости задачи Коши для полупространства в обыч­
ных функциональных пространствах Соболева — Слободского без веса.

1°. Будем обозначать через х = {х^ х-ь ■ ■ ■ , точки «-мерного вещест­
венного пространства Вхп, а через Н. =(£i,. .., <jn)—точки двойственного 
к Rx" пространства

Пусть v = (vj, v2, ...,v„)—вектор с компонентами v, > 0, тогда обо- 
п

значим | х [J = 2 I хг ГЧ если а = (аь а2, . . ., ап) — мультиин- 
г—171

деке, то | v • а | — 2 v; ■ а,. Множество точек вида qv ■ х = (qvt ■xl,...,q'^-.r „). 
i== 1

где х — (xt, x2,... , хп) — фиксированная точка Rxn, назовем v - л у ч о м. 
Если Q — открытое множество на единичной сфере Sn_i cz Rn, то v - к о- 
нусом ГУ, порожденным О, назовем множество V-лучей, проходящих 
через точки Q.

Компактифицируем Л\", присоединив к каждому v-лучу бесконечно' 
удаленную точку. В объединении vRn = Rxn U 2V введем топологию, в ко­
торой фундаментальной системой окрестностей бесконечно удаленной точ- 

п 
ки ге®!/ служат множества ГУП^к, где У}хр / R^'i > 1},

4=1
а Гу — v-конус, содержащий г-луч, отвечающий точке жеЯ/. '7?’“ явля­
ется отделимым бикомпактным топологическим пространством. Мера на. 
'ЕГ‘ переносится с RA.

Отметим, что впервые топология такого типа при v — (1,..., 1) в свя­
зи с изучением уравнений свертки в конусах была использована в рабо­
те (“).

Определение 1. Через Hs “, ц = (ць ц2,. ■., Цп), цп>;0, обозна- 
чпм пространство таких распределений и(х) 0'(Rn), что их преобразо-

* Если X и Y—банаховы пространства, то линейный оператор Т: X-^Y назы­
вается фредгольм овым, если ker Т = 7’-1 (0) конечномерно, coker Т = У / Т (X) 
конечномерно.
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вания Фурье u(g) измеримы и
j(l + [^)s|4s)r2ds<>;. (1)

Пространства такого типа изучены в (9).
Определение 2. Пусть v =(vi,. - ., v„), jli = (u •........ ur.)—фикси­

рованные векторы такие, что -v, >0, р, > 0, i = 1. 2........п. т — фиксиро­
ванное вещественное число. Обозначим через S множество всех таких 
а(х,& <=C~\Rxn X Я6"), что:

1) для любых мультииндексов а, 0, существуют константы такие, 
что
I(./■, е)I-rz;,(I + + 1(1 + 1 с,г-(2)

2) функция а (х, £) = (1 + |?|0ё) непрерывна на RA X 
Сопоставим а(х, £) е S ™р. п. д. оператор

a(x,D)u = (2.п) "u~C»\RA. (3)
Класс операторов, отвечающих функциям из S "L обозначим через 

Si .,’0. . Будем говорить, что оператор А имеет порядок т. если он ограничен 
из П 9 в Hs~m-ц для всех s.

О п р е д е л е н и е 3. Символом и. д. оператора a (z, Z)) = Я.ЛР. 
назовем функцию а(х, g), являющуюся сужением а'(х. + на бикомпакт 
Л = ('Rx” X 2RC) и (3V х 'Д”) - границу vRxn X “Л-Л

Отметим, что пространство 91 гомеоморфно сфере размерности 2п — 1. 
2°. Сформулируем основные свойства операторов класса Л..2 .
Теорема 1. Пусть а(х, , тогда оператор а(х. D) с прост­

ранства Со“ продолжается до непрерывного оператора из Н~ - в Н*'" <
Доказательство теоремы 1 аналогично (6), стр. 330.
Теорема 2. I) Пусть а(х, , b(x. . тогда комму­

татор [a(z, D), b(x, jD) ] вполне непрерывен из Hs “ в Н'~" и имеет 
порядок mt + гпг — 1;

П) если а(х, D) <= .$™v. , то оператор А*, формально сопряженный к 
а{х, D), отличается от оператора а(х, D), отвечающего air. z). на вполне 
непрерывный из Hs’ “ в Hs~m-ц оператор порядка m —1 :

Ш) пусть К = max | а (х, |) |, тогда
ж

III а (г, D) |||s, m = inf || а (х, D) + 710, m = А’. (4)
т

где inf берется по множеству вполне непрерывных операторов Т: Hs !‘ -> 
_ — ц.

IV) для любого е> 0 суъцествует константа С(е) такая, что 
\\а(х, Б)и\\я-,„, ц ■ (А? + е) ||it||s, и + С(е) ;; ..

Пусть теперь А (х, D) —NX V-матрица (ац(х, D))A=. п.д. операторов 
a,.,(z, />)е . В этом случае будем говорить, что .1(т. £>) е ПД.х,
N X Л'-матрпцу-функцию А(х, £)=(ац(х, g))pLi будем называть сим­
волом оператора А(х, D).

Теорема 2 с очевидными изменениями переносится на случай матриц. 
Пространство Н “ заменим пространством П^" = //' - 3 С'. а(х, с) на 
эрмитово сопряженную матрицу А*(х, д), К = тах|.4 (.г. + где | • | v — 

зг 
норма липейнсго гомоморфизма пространства CN.

Будем обозначать через 6+(91) пространство непрерывных на 31 N X 
X V-матрип-функций с нормой тах| А (х, £) | ¥.

зг
Определение 4. Пополнение множества операторов S m„ N по 

норме
ill А (х, D) |||s, т, ,у = inf || А (х, 0) 7' j|s> т v. (5)

т
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где inf берется по всем вполне непрерывным операторам Т: —> Н^т’
обозначим через N.

Теорема 3. Отображение crN, сопоставляющее оператору A(x,D) е 
■= N его символ А(х, %)eCw(9l), продолжимо до эпиморфизма o^,s : 
: $ ,7’sv -+■ CN (91), ядром которого являются вполне непрерывные операторы.

Следствие 1. Фактор-алгебра 33"’^ s!^s, где ЗГs — двухсторон­
ний идеал вполне непрерывных операторов в (Я% Я’’“) изометрична
алгебре матриц-функций CN (91). _____

Определение 5. Символом оператора А ЕЕ 33™\f n назо­
вем матрицу-функцию o™’s (Л) (х, g)eCK(9l), являющуюся образом опе­
ратора А при эпиморфизме о^,s-

Определение 6. Оператор Aee3Pn\in назовем квазиэллип- 
т и ч е с к и м, если det oJJ’S (Л) (х, £)=#= 0 на 91

Теорема 4. Оператор А СЕ 33™’,$ n естъ оператор Фредгольма из 
в Н ETm'v' тогда и только тогда, когда он квазиэллиптический.

Приведем формулу для индекса квазиэллиптического п.д. оператора. 
Ограничимся случаем п = N и унитарным символом (А) (х, £), так 
как при N < п индекс равен нулю, а при N > п существует гомотопия в 
классе квазиэллиптических операторов к случаю п > N (10). Пусть Рп — 
проекция унитарной группы матриц Un на сферу S2n-i размерности 2п — 
— 1, сопоставляющая матрице ее нижнюю строку, тогда

ind A — kn
deg PX’S И

(«-1)1
где кп = (—1) п(и+1)/2 при соответствующем выборе ориентации в R2n (12).

3°. Будем обозначать: R+n = {х = (х', х„): хп > 0}, 'R+n — замыка­
ние R+n в топологии ''Rn. Через обозначим подпространство
пространства Нехе состоящее из распределений с носителями в R+n. От­
метим, что функция иеН'ЗкР), где S/yn = к — целое положительное 
число, удовлетворяет граничным условиям D!x и(х', 0)=0, 7=0,... 
...,к — 1.

Определение 7. Будем говорить, что п.д. оператор А(х, D), отве­
чающий матрице А(х, |) = (ац(ж, £))-\=1, принадлежит классу 
^5™ь,№еСЛИ:

1) функции ац(х, £п) аналитически продолжимы по |„ в верхнюю 
полуплоскость X = Im 0, где они удовлетворяют оценкам (2) для всех

Imgn 0;
2) функции

(1 + i irk + O1)^ М, Н = (И',Ип). Нп>1,
. (6)

(1 + 11 1^" 4" In) a Co I)» И = (н > Нп)> о Ип 
непрерывны на VR" X по (ж, g) для всех % > 0.

Сужение матрицы А (х, g) на границу 9L бикомпакта ''R+n X будем 
называть символом оператора?! (a:, D) 45™р N.

Отметим, что из условия 1) определения 7 следует, что п.д. оператор 
А (х, D) продолжается до ограниченного оператора из

а’ц (х, g) =

Я^СЛ в Я^^Я").
Определение 8. Будем говорить, что оператор А (х, .71 ’2, х

параболический, если det А (х, -{- гХ) #= 0 V (ж, |) е 91 н и л Да 0.
Отметим, что такое определение параболичности согласуется с опреде­

лением параболической системы по И. Г. Петровскому (8).
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Теорема 5. Оператор А (х, D) есть изоморфизм пространств 
HS^(R^ и тогда и только тогда, когда он параболический.

Достаточность. Рассмотрим семейство операторов 
А (х, D) = с“Ххп,4 (х, D) еХхп = А (х, Dx~, DXn ф- iX), 

непрерывно зависящее от параметра X 0. Из условия параболичности 
следует, что А^(х, D) семейство операторов Фредгольма с индексом, не за­
висящим от X 0. Используя теорему 2, устанавливаем, что существует та­
кое Хо > 0, что для всех X > Хо операторы Л?. (х, D) обратимы, следова­
тельно, индекс семейства Ak(x, D) равен нулю.

Покажем, что кегЛ(лг, D) = {0}. Рассмотрим однородное уравнение
A(x,D)u = 0, uEEHSN*(Rn+) (7)

и покажем, что оно имеет только тривиальные решения. Действительно, 
уравнение (7) эквивалентно уравнению А,(х, D~)v = 0, где v = е~^кп, име­
ющему только тривиальное решение в пространстве (Rf), Xj > Хо.
Но veeHn^IR"), следовательно, и == 0.

Необходимость. Используя соображения инвариантности относи­
тельно сдвига и квазиоднородности, устанавливаем, что условия обратимо- 

' сти оператора А (х, D): (Rf) —» 11 (Я”) эквивалентны ус­
ловиям обратимости в пространстве Л2Л’(Я+П) семейства инвариантных от­
носительно сдвига операторов А (х, D), где х vRxn. Отметим, что при х & 
е VRP \ операторы А (х, D) квазиоднородны. Необходимое и доста­
точное условие обратимости операторов из семейства А(х, D) состоит в 
том, что

det А (х, g, gn + гХ) =# 0 VX фг 0, (х, g) е Э1+.
4°. Рассмотрим дифференциальный оператор на Rn, в которому приме­

нимы результаты предыдущих пунктов:
P(x,D)=( 2 (8)

| р.а «т
р =(Ш1,..., тп), где т,, тп/тг— целые положительные числа. Функции 
Оца(х) непрерывны на vRn и удовлетворяют оценкам (2). Положим

РМ = [ 2 = ( S
| ц-а |=m I У-» К”»

где ««“(ж) = limai“(g,v-ж). Оператор Р(х, D) является квазиэллиптиче- Q-ьоо
ским, если

detPm (х, I) 0 при |g| М= 0; detPv(х, g) =/= 0 при | ж | =/= 0, (9)
и является параболическим, если 
det Pm (х, if, g71 ф- гХ) 0, | g |-(-X =4=0; det Pv(x, gz, g„ ф- iX)^ 0 (10)
при | я | =/= 0 и всех g e Rn, X 0.

Условия (9) являются необходимыми и достаточными условиями фред- 
гольмовости оператора Р(х, D) из 7/^'лв а условия (10) —
необходимые и достаточные условия обратимости оператора Р(х, D) из 
Hs^ (Я?) в HsN~m^ (Rty.
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