
Доклады Академии наук СССР
1971. Том 201, № 5

УДК 517.5 МАТЕМАТИКА

П. Е. СОБОЛЕВСКИЙ

О КОЭРЦИТИВНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком И. Н. Векуа 20 V 1971)

В работе исследованы разностные аналоги задачи Коши

v'(t) + Av(t) = /(«) (0 t 1), р(0)=р», (1)

и первой краевой задачи

v"(t)+Av(t) = f(t) (O^/^l), v(O)=vo, v(l)=vl, (2) 

для дифференциальных уравнений с неограниченным оператором А в бана
ховом пространстве Е. Предполагается, что D(A) плотна в Е и что множе
ство регулярных точек А не пусто, например, А~1 ограничен. Получены 
неравенства коэрцитивности (н.к.) в разностных гёльдеровых нормах с ве
сом. Изучение уравнений в произвольном банаховом (а не только гильбер
товом (см. (‘))) пространстве позволяет в качестве приложений получить 
н.к. в гёльдеровых нормах для разностных эллиптических и параболиче
ских уравнений второго порядка с любым числом независимых перемен
ных. Для таких уравнений н.к. известны лишь в Л2-нормах (2_5). Н.к. озна
чают устойчивость разностных методов в сильных нормах (в нормах со 
старшими разностными отношениями) и позволяют поэтому дать точную 
оценку скорости сходимости в этих нормах приближенных решений задач 
(1) и (2) к точным через норму аппроксимации.

1. Рассмотрим систему разностных уравнений

[иг+1 — Vi]-At~s + Az>i+1 = ft (i = 0, 1,..., m — 1; At ----- nr'), 
va задано. (3)

Каждому вектору {/J, e E, сопоставим норму

ll{/i}||ca(An = sup||/i||£4-sup||/y-/i||E.|/-i|-“t=' (0<а<1). (4)
О 1 4 i i<i

Задача (3) коэрцитивно разрешима (к.р.) в Coa(Ai), если 
для любых At — m~l, ft е Е и v0 е D(A) она имеет единственное решение 
{nJ и справедливо н.к.

Л {[У|+х - Vi] ■ At-1} || са (дг) + || [AvA И с« (дг) < КЛ ((I {fi} ||(д() + || Аи0 ||Е). (5)

Теорема 1. Для того чтобы задача (3) была к.р. в Coa(At), необхо
димо и достаточно, чтобы А был сильно позитивным.

Оператор А си л ь н о позитивен, если

|| (U + 4)-‘||к =£7 R(A) (1 +|М)"‘ (ReX>0). (6)
Это означает, что —А — производящий оператор сильно непрерывной при 
г 0 полугруппы ехр {—tA}, для которой справедлива оценка

||Д ехр {—tA} |[Е М(4) ехр {—trt}t~s (£ > 0, б>0), (7)

т. е. ехр {—tA} — аналитическая внутри некоторого сектора и сильно не
прерывная на замыкании этого сектора полугруппа с экспоненциально убы

1063



вающей нормой. Доказательство достаточности условия теоремы 1 опи
рается на оценки

II (V + А}~т||Е ЛД4) (Л + б)-,

||Л (2J + 4)-™-Ч|Е М(4) (X + Ъ)-ттп-' (X >0,771=1,...). (8)

Теорема 2. Для того чтобы А был сильно позитивен, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись оценки (8).

Доказательство достаточности использует теорему 6.3.6 из (6). 
Если ехр {—tA} сильно непрерывна при i,— +0 лишь на -О(Л), то А 
♦-сильно позитивен.

Теорема 3. Для того чтобы А был *-силъно позитивным, необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялась вторая из оценок (8).

Доказательство достаточности проводится методом из (7). Пре
дельным переходом в (3) при Д£ +0 из теоремы 1 выводится результат 
(’) о к.р. (1).

2. Рассмотрим систему разностных уравнений

[vi+1 — 2vi + Vi-J -ДГ2 ~ Avi = fi (i= 1,..., m — 1),

v0 и Vi заданы. (9)
Каждому вектору {/,}, /,• е Е, сопоставим норму

II (Л) IIс« = sup II fi |Ь 4- sup || fj - /{ ||в 17 — i |-“ (1 - у Д t)“ (0 < а < 1).
с01 г i<j

(10) 
Задача (9) к.р. в C01a(At), если для любых At, Е и щ, Vt е Z)(4) 

она имеет единственное решение {г?,} и справедливо н.к.

|| - 2щ + ри] • ДГ2} || „ + й {4иД || „ <
С01 (ДГ) Cqi (АГ)

(|] (Д)II а +1| Лу0 ||я + || ||в). (И)
с01<а1)

Теорема 4. Для того чтобы задача (9) была к.р. в Cola(At), доста
точно, чтобы А был сильно позитивным.

Приведем схему док а з а т е ль с тв а. Пусть 4 слабо позитивен. Это 
означает, что справедлива оценка (6) при К > 0. Для таких операторов 
определены (9) любые степени Аа. Дифференциальный оператор (2) рас
кладывается на множители (d / dt — /4) (rf / dt + УЛ). Оператор ~}А силь
но позитивен (10). Поэтому к задаче (2) можно применить (см. (11)) ре
зультаты (8) о задаче (1). Разностный оператор (9) также раскладывается 
на множители, но с оператором УВ, а не ^А, где B = B(At) таков, что 
B\I + Ai^B]_ 1 = А. С помощью формулы Коши приходим к формуле

4/Л О
(XZ+/B)-1 = -^- J /р (4 - рдг2) [X2 - %рдг + pj-i (Pz + ид1 dp, (12) 

о
которая при Д/ = 0 переходит в известную формулу из (1г). Так как ска
лярный множитель >0 в интеграле (12), то из (12) следует, что }/В сла
бо позитивен, если слабо позитивен А, в отличие от '\А. который сильно 
позитивен. Справедлива аналогичная (12) формула для (V ф- ]/В) ~m~l 
(m > 0), однако скалярный множитель при m > 0 обязательно меняет 
знак. В случае, если А — производящий оператор полугруппы, то можно 
выразить (р/ ф- 4)-1 через ехр {—tA} и в преобразованном интеграле ска
лярный множитель (в силу свойств преобразования Лапласа) будет уже 
неотрицательным. Далее, воспользовавшись (7) и теоремой 2, получим, 
что У В сильно позитивен, если сильно позитивен А. При этом существен-
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но, что удалось найти вещественный (теорема 2), а не комплексный (6) 
критерий сильной позитивности.

Предельным переходом при Д£ —-f-О в (11) получим результат из (“). 
Однако этим путем он устанавливается для сильно позитивных, а не для 
любых слабо позитивных операторов, как в (“).

3. Пусть единичный «-мерный куб S2 (0 <' хн < 1, к = 1,..., п) с гра- 
ницей S заполнен сеткой Q (Ля) с границей 5 (Ля). Здесь Ла: = 
= (Дя,,..., Джп) — вектор шагов по осям координат. Рассмотрим разност
ную эллиптическую задачу

— A (Д7) v == а^р/Ах^ + . . . + апЛхп/Ляп = /.’(я) (яе й (Дя)),

y(a:) = 0 (iES(M), (13)

с постоянными коэффициентами я. > 0. Определим норму

k

яеО(Дж), 0<a:ir<a:ir4-Дг/1г<1; Ayir = тДя1г,
тге = 1,2,...

Здесь а = (щ,..., а„), 0 < а* < 1; Л®. х. f(x) — смешанная разность 
*я* * ’ г к"V ' -лгк

к переменных. С помощью теоремы 4 устанавливается 
Теорема 5. Справедливо н.к.

(15)

Если а. = аг(а:) и Цо,-||С“ (Ах) < оо, где последняя норма отличается от

(14) отсутствием весовых множителей x^r (1 —— Ду,г) гг, то н.к.
(15) также справедливо. Это устанавливается с помощью разложения еди
ницы. Наконец, в случае неоднородных граничных условий, разности кото
рых до второго порядка согласованы, справедливо аналогичное (15) н.к., 
где в правой части дополнительно присутствуют гёльдеровы нормы вторых 
разностей граничных значений.

Рассмотрим разностную параболическую задачу
[r(Z + At, х) — v (t, х)] -At-1 + A (Ax)v(t + At, х) = f(t, х)

(х ea Q (Ах), t = iAt, i = 0,1,..., m —-1), (16)

v(t,x) =0 (x^S(Ax), i = 0,1,..., m — 1),

(16)

при заданном v(Q,x). Введем норму

С помощью теорем 1 и 4 устанавливается
Теорема 6. Справедливо н.к.

|| [v (t 4- At, х) — v(t,x)]-At 1

< (II/(*» х)II aS + maxII (°>)• (18)
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Н.к. (18) справедливо и для уравнений с переменными коэффициента
ми и соответствующий аналог этого неравенства — для неоднородных гра
ничных условий.

Предельный переход в (15) и (18) при Да^-^+О и Д4-> +0 приводит 
к новым теоремам о к.р. дифференциальных и различных дифференциаль
но-разностных уравнений.
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