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Б статье доказывается возможность вложения булевых алгебр в алгеб¬

ру Линденбаума — Танекого логического (логнко математического) исчис ¬

ления, Наложение ведь? гея в рамках конструктивного направления в мате
матине. В частности , слова последовательность п функция будут понимать¬

ся конструктивно.
Булева алгебра есть перечислимое множество М с вычислимыми опе¬

рациями: бинарными U и П , унарной , определенными на нем и облада ¬
ющими свойствами:

1 ) X (J У = г их, А' П У = У П X;
Li ) X и (У и Z )^ ( X и y) L Z, А л (У П Z) = (Xp У) n Z;
3) (А- ПУ )иУ= У. (A U У)Л У = У;
4) -V п (у и Z ) = ( X п У ) U ( X л г ) . ( X и (У;Z ) = ( X li У) л (Ау Z ) ;
5) (А Л -V ) IJ У = У, (АиА )ПУ = У.
Обозначим порядок1 в булевой алгебре через булевы ноль и едини¬

цу будем обозначать 0 п 1 ,

Через Т будет обозначаться логическое (логико-математическое) нс -
числение, основанное на классической или интуиционистской логике, с
обычными логическими связками (может быть, н без кванторов ).

Система формул Т :АЛ . , называется автономной, вели при вся¬

ком замещении знаков p i, , . , . буквой I или пустым словом А не яме
от места Pi- E, , . , , it , ,.1 .

_
t I- гр„Л „. Последовательность формул Т : 'с на ¬

зывается автономной, если при всяком я система tj (0) , . , , , ср (п) авто¬

номна.
Изоморфизм данной булевой алгебры М в алгебру Лпнденбаума — Тар-

ского Т , осыовашюго па классической логике, есть функция на N в множе ¬

ство форму I Т , обладающая свойствами :
1) / (0)= 1(А => .1 ) , /(1)=(Д => А ) ;
2) Ь- (А п У ) = / (А ) & /(У), I- т/ (А' U У) = ~П ( / (А) V I ( У ) ) ;
3) К./ (А') = П / (А ) ;
4) Если 1 - / ( А ) = /( У ) , то X — Г.
Изоморфизмом М в псевдо-алгебру Лпнденбаума — Тарского Т . осно ¬

ванного на интуиционистской логике, будем называть функцию / дз -V »
множество формул Т .обладающую свойствами 1 — 4 и свойством

5) I— г"1 , /(А)= f ( X ) .
Т е о р е м а 1. Если л Т , основанном на классической (интуиционист¬

ской }| логике, имеется автономная последовательность формул , т<> можно
построить изоморфизм любой булевой алгебры рассматриваемого типа в
алгебру ( соответственно псевдо-алгебру ) Линденбаума Горского Т .

Т е о р е м а 2, Если 7 содержит арифметику , то в Т имеется автономная
послвдовательность лиминутых формул.

Сл е д с т в и е 1 . В условиях теоремы I имеется изоморфизм любого п.
речисли.чого частично упорядоченного множества с перечислимым же по¬
рядком , разрешимым на самом множестве , о частично упорядоченное соот¬

ношением. — г (Л В ) множество формул7.
Сл е д с т в и е 2. Если Т содержит арифметику, то имеется изоморфизм

любой булевой алгебры рассматриваемого тина в алгебру (псевдо-алгебру )
Линденбаума — Тарского Т,
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о о е м ы I опирается на следующую лемму.
Л ем на 1, Если система формул А /1 „, А автономна , формулы

В , . . . , /?» , Си . , , ,С I построены из .4,, . . . , Л п р и помощи лишь пропози¬
циональных связок , тоВЯ*ЬТ(7, \/ . . . V С: имеет место тогда и
только тогда , когда В В„, .4 — TCt V • • • V С ,, и тогда и только тогда ,
когда . BhhrC , V . V Ct V А.

Доказательство леммы легко производится при помощи секвенций.
Булевыми полиномами над множеством Е <= М будем называть выра¬

жения, составленные из элементов Е при помощи знаков U, fit ” , а также
сало: элементы Е . Естественно определяющееся значение полинома 2t бу¬
дем обозначать у [_ .

Xе М выражается через Е = Л/, если А' япляетея значением некото¬
рого полинома над Е . Если Е конечно, то множество элементов , выражаю¬
щихся через Е , конечно. Алгорифм, определенный на начальном отрезке
натурального ряда и перечисляющий без повторения М . обозначим г. Если
A' cz М , X ~ г ( гс ) , то будем обозначать X через п. Главным элементом М
называется элемент п такой, что иф 0, п ф I , не!и п не выражается
через { m\ m < и) (это множество будем обозначать Л/ „) . Множество, со¬

ставленное из элементов М , выражающихся через М ,, 0 и 1, будем обо-
значать SCI ,.

Пусть т <= М . Тогда можно найти такое щ , что те 57tim , но тб£
2Him I . Сопоставим всякому тt Л/ полином С„, над М ,т , значением ко¬

торого является т . Его будем называть минимальным представлением т .
Если т — главный, то минимальное представление т будем считать сов¬

падающим с т.
Пусть /— произвольная функция из М в множество формул Т . Через

/ будем обозначать функцию на множества полиномов над М в множество
формул Т , определенную следующим образом:

а ) / (т)= т, если mе Л/;
б) n n (/ W V /( ©) ) ;
в ) / (Я П »)= /(«) & /(в ) , Я, 3 — иолнномы над Л/;
г) /(21) — / (St ) . Я — полином над М .
Пусть m е ,W — главный. Определим sup m и inf m : sup m = (1 k

( m ft, ft e ; inf m — \J k ( k rn , k e ©l, , ) .
Обозначим последовательность автономных формул, существование ко¬

торой оговорено в условиях теоремы, <р.
Теперь можно построить искомый нзомофизм / :

' “ 1 ( Л гэ А ) , если X = 0;
(.4 г> А ) , если X = 1;

/ (Л ) = J ( C’sup х ) & х ) V ф (Аг ) ) , если А’ — главный ;

/ (СХ ) , если X — не главный .

Чтобы показать, что / — изоморфизм, достаточно доказать следующее
утверждение: для всех к и любых полиномов над 2Ч1:, 91 и 9Э J_ Я j

Ji_ тогда и B>;L:> тогда , когда 1— r/ (2( ) дд /(©) .
Доказательство производится индукцией по к. Б а з и с индукции три¬

виален , Ш а г. Нетривиален лишь только тот случай, когда к — главный.
В этом случае сначала докажем частное утверждение, полагая, что 91 = к ,
а 8 — полином над ЗК*, или наоборот,

h,/ (flupA) & (/ (inf *) V <* (*) ) => / (£)
тогда и B>;L:> тогда , когда

br/(sup fc) & /(inf ft)o / ( 93 ) и br/ (sup k ) A- tp ( ft ) дэ / (59 ) ,

\-rf (*) Z1 / (sup к ) & (/ (itif ft ) V ф (*) )
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тогда и только тогда, когда
h^«)z>: /(supfc> и hTn* )=> f ( intk )Vw<k).

Но
ЬгДвпр ц - {к )^{Щ}<=* ^#ир А)= /(53) f

=> /(inf *>V <p(i)^* fc),
и, тто предположению индукции, эти Предложения эквивалентны j| _iS

iuE к и аир к ^ ?|_ ^ соответственно, что для элементов 5Шд< з:88валент ¬

но 1 _ 9t _i к , к 3L S3 j .
Используя исчисление секвенций, легко доказать общее утверждение

индукцией но построению полиномов над SPL Отсюда вытекают скойстаа

В случае интуиционистского Т наметим, что если ф — автономная по
еледоиутоламость формул, то ф определяемая путем ф (л) — ф(л),—
тоже автономная последовательность формул.

Доказательство теоремы 2. Пусть построены ф {0), ч (1) .. ..
. ,.,ф (п — 3 ) . Используя обобщение идеи Россера ('), строим <р{п) .

Стандартным образом иадумвруеы булевы векторы длины п числами от
О до 2|: _ \ Пусть при 0 ^ к ^ 2 Г‘— 1 Л ( к , a, Z>) нумерически выражает С )
тот факт, что Ь ч- гёделев номер вывода А,(о) ив формул piq (O),. ,,
.., , рг,ф {п — 1) , где р ,- =Л, если i-я координата булева вектора к есть О,
л ^ — если 1. ПустьВ [к, a, § выражают тот же факт для .4Дв)„

Пусть
Е =\Ь [Ф {0)й ... 1) цэ ПП (0,а, Ь,} \/ '4 с (с^ Ь& Й (0,я,с)))]
&-\Ъ [ф(0) & , ,.& — ] ф { п — 1} =i( “ А (1,а , Ь }\/ Аг (с sZ_ hA. fi (1, а . с))}]
&
& Vb [ “|ф (0)А ... & <р (ге — 1) гд ( И А (2Т-

IТоложвм теперь ф (и)= Е { q) , где q — гиделев номер Е ,

1) Допустим р„ф (0),.,., 1Ц-,ф (л — 1) !- ,.ф (ге) , Легко получить
ирф(О) ,., ,,ь,-#(п — 1)br{q> (n> — Vb | ПЛ (£, q,i) V

V 3c (c < b & B( k, q, e))l. (1)
Имеется такое F что hTA(fc p, п, тун нан система ф (0) , ,. ,,ф {^ — 1'автономна, то Роф{0) , . . . , u„_ f (ч — -1) непротиворечивы относительно 1
и, в частности,

|- т!в (к,ъ о), нлд1*,_г,_1) \-г
~\в (к, £, I) .

Яо тогда
Цоф (0),. - . , ц„_ 1ф(н — 1) — г | ( I А_{ К q± lV Зс (с ^ l & H ( k,J , с) ),

И, следовательно, р„ф (0),. , . , ц,-|ф (и — \ )) \-t1ср { п), и р»ф(0),..
,., , p „_pp(rt — 1) противоречива, но итого гю может бы iь.

2) Теперь допустим p,i<p (0) ряф(л — 1) -, !D(?) . Тогда имеется
такое I, что I тВ (к, q, I ) и

hr Vb [ b ID Зс (e ^ б &В (к±^cjj.
Ни, так как 1-г"|Л (к , q, 0),, ,., Ьт~\А <&, jf,J — i) , то но (1) имеем

ц,ф(0),. . . , Цг.ф(л — 1} ' - тф (я) ,
что противоречит предположению индукции. Доказательство закончено.

Если Т интуиционистское, доказательство аналогично.
Автор благодарит А. Г , Драгалина за постановку задачи и обсуждение
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