
Доклады Академии наук СССР
1971. Том 201, № 6

МАТЕМАТИКА

ГЕЗА ФРОЙД (GEZA FREUD)

ОБ АППРОКСИМАЦИИ МНОГОЧЛЕНАМИ С ВЕСОМ е~*72

(Представлено академиком В. С. Владимировым 31 V 1971)

Как л в статьях С,2). Пусть 1 р оо, р(х) = обознача­
ет норму пространства Lp = L,,(— оо, оо), a Lp* — пространство тех функ­
ций, для которых /р е LP; норма этого пространства ||/||р = ll/pllP (нор­
мы относятся к переменной х). Пусть п есть любое натуральное число, 
л„ — множество алгебраических многочленов не выше n-й степени; 

■с0, с, .. . — абсолютные положительные постоянные; пусть для некоторой 
/ е Lp*

et(/)= inf ||/ — ФХ (1>
n n

Положим т(ж) = x, если |ж| йф 1, и т(ж) = 1, если |х| > 1. Для функ­
ции / е Ер* определим Ар*-модуль непрерывности следующим образом: 

со’ (р, f, 6) = sup || f (х + t) р(х — t) — f (x) p (ж) ||p +
0<<C8

4- sup || t (tx)f (x) II*. (2)

В настоящей работе с помощью модуля непрерывности (2) мы решаем 
основную задачу приближения многочленами в норме !| • К".

Теорема А. Пусть 1 р оо, г — неотрицательное целое число и 
f(x) —r-раз итерированная примитивная функция от (/“ = /).

Тогда
(/) «С п-дъ (0* (р; /(’■); ге-’/г). (3).

Доказательство. В силу теоремы 1 статьи (*) достаточно рассмот­
реть случай г = 0. Пусть h = n~'12, ср„(;т) = р(^)/(ж), если |ж| йф п\ 
и<р„(х) = 0, если |ж| > п'1г. Тогда, ввиду (2),

llcp„(z + 0 — <р„(х) ||Р < <о*(р; /; n~'h) (4)
Для приближения f(x~) введем функцию

x-\-h

fh(x) = h~1 J cp(i (f) dt ■ p-1 (ж).
X

Очевидно,
Р(^)/л(ж) = А-1 [Ф1(ж) + Ф2(^)], (5)

x-\-h
Ф1 (^) = фп (•£ + h) — фп (х), Ф2(х) = х J <fn(t)dt. (6)

X
Используя неравенство Минковского, получим

* !1 с II\\fh~f\\p = h H j [<рп(ж-Н) —P(x)/(x)]df <
11 о

h
< h~l J lp (x' + 0 f (x + 0 — P (x) f U)1 dt II +

11 о ''p
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+ h г| j [<pn (x + t) — p (x + t) f (x + i)] di | <

h
< h"1 JII p (x + i) f (x + t) — p (x) f (x) ||p dt + II Фп — р/ ||p < ®* (p; /; ra-'A). (7)

0

Воспользовавшись (4) и тем, что <р„(ж) =0, если |ж| > п\ и, следова­
тельно, ср„(ж -ph) — ф„(ж) = 0, если | х | > 2п'1г пР -f- h,

h h
II ф2 lip < J Ik Фп (ж + 0 lip dt < IIhx Фп И lip + JIIx [фп (■» + 0 - Фп (z)l lip dt

0 0

<II т (hx) / (ж) ||* + 2и‘А J ||<pn (x t) — cp„ (x)||p dt < 3co* (p; f; n~'h).
0

"Таким образом, из (4) и (5) получаем

|1 А ц; < [||Фх ||р +1| Ф2Цр] <^со* (р; /; n-dy (8)

В силу формулы (3) работы (‘) из (8) следует

е« Y (fh) < c2^1/2II fh lip <4c2®* (p; /; n~'b).
Наконец, ввиду (7),

f'"1'(/)<||/ — fhlip + £nr(fhX(i + 4c2)®*(p; /; n~'h-
Теорема доказана.

Лемма 1. Если Рп е п„, то
II (рРп) ||р < II Рп ||р + || хРп (х) И* С с3пь || Рп И*. (9)

Доказательство. Так как [р (х)Р„(х) ]' = р (х)Р„'(х)— 
— хр (х)Рп(х), (9) следует из теоремы 1 и леммы 2 статьи (2).

Теорема Б. Для любой / е Lp* (1 < р < оо)

со* (р; /; п'ь) < СьП~Р Г|| / ||* + 2 (s + 1)"’/г (/)] ■ (10)
s=0

Замечание. Из теорем А и Б следует, что утверждения со* (р; /; 6) = 
■= О(б)“ и е(^г(/) = О(п~аХ2‘) равносильны при 0 < а < 1.

Доказательство. Пусть N = 2™ < п < 2m+1 и
m—1

Х(р;/) = ||М + 2 2'"2 <(/)•
v=0

Тогда ввиду того, что е п — невозрастающая функция от п,

Un (Р', /)<с5 [||/lip + 2(s+l) /2®sP) (/)]» (11)

(f)^2n~’b UN(p; f). (12)

Пусть {Ps с= лД — такая последовательность многочленов, что 
||/-Л||;<2еГ(/). (13)

Из (9) и (13) получаем
II р'^ - р'з i^+и х [p2s (х) - ps (ж)] и; < 2С^'ь || p2s - ps ц; <

<4с3?А [8®* (/) + е<р)* (/)] Х/т?" (/),

Il p'l i£+II хРг ю и; < с3 и л ц; < Сз [ и / ц; + </) 1.
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Таким образом,
II Pn ||р + || xPN (x) ||p C || Pi!' * + |l xPx (x) ||* +

+ 3 — P2* II + Ik 1-Р2у+1 k) — p2> k)i ||p} <: csuN (p, f). (14)
v=o

Поэтому и в силу (13), (9), (14) и (12), если 0 < t <7 п~\ то

II р к + 0 / к + 0 — р к) f И Ир < р к + 0 Pn (х + 0 — р к) pn (х) ||р + 
+ 4еГ (/) < 11| (рРЛ)' ||р + 4еГ (/) < c7n~'/’UN (р; /). (15)

Из (13) и (14) следует при любом Т > О

(J 1у/к)рк)1р^} /Р^||/-Лу||р + 4Нж/кк)11р, (16)
—т

— Т ОО

{ J I /Р Г dx + J (17)
‘ --- ОО Т

Из (16), (17), (12) и (14) получаем, что при 0 < T~l — t п~'1г

IIт (te) / к) Ир < csn~PUN (р; f). (18)

Формулы (15), (18) и (11) доказывают неравенство (10).
Теорема В. Если для некоторого натурального числа г

2 (5+1//2-1ек‘(/)<ОЭ. (19)
8=0

то / есть r-раз итерированный интеграл от некоторой функции
ОО

екрГкг))<с9е^[к/ЧрГ(/)+ 2 (я + ly/^ek* (/)], (20)
8=n-t-1

а также

w* (р; ftp; sS enec«r [n-’A 2 (s + l)(r~1)/24P)* (/) +3 (s + l)r/2_1esP)‘ (/)]. 
8=Э S=7l+1

(21)
Замечание. Таким образом, ек (/) = O(zz~(r+a)/2) в том и только 

в том случае выполняется для натурального г и 0 < a <Z 1, если г есть 
r-раз итерированный интеграл от такой функции /(г)е£р*, для которой 
w*(p; ГЛ 6) = О(6а).

Доказательство. При г=1 (20) была доказана как теорема 2 
статьи (2) автора. Общий случай доказывается аналогичным образом. Мы 
получаем (21), подставляя (20) в (10).

Математический институт Поступило
Академии наук Венгрии 24 V 1971
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