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Б работе рассматриваются проблемы существования решении обратных
задач четагармониноского потенциала переменной плотности для толщ
близкого к данному (=, т, *) , причем основное внимание уделяется тому,
чтобы результаты представляли самостоятельный интерес для классике
скнж потенциалов и доказательства проводились в пространстве,

1“ , Исследуются две обратные задачи.
З а д а н а 1 (анешняя ) . Пусть дана область Т с границей S класса

Ж- *>. Предположим, что на S заданы значения некоторой функции Н { х )

#(*) ! < =- / (*) ,
где П { х ) является решением метагармовплоского (и > 0) уравнения

\Н — у}Н — 0 для Х ^ Е3\То\
причем То с= Т , 11 (х) 0 при |г| — о о.

Требуется найти такую область 7\, чтобы для метагарыоннческого по¬

тенциала ( v- 5s 0) U { г: Тх , р) искомой области Т i с известной плотностью
р имело место соотношение

H ( x ) — U ( x: T|, и ) для ,те£'\ Tt.
Предполагается, что функция / (х) «близка# к g ( х ) = U { x\ Г, p) j s —значениям м - тагармонического потенциала у ^ 0 заданного тела Т с плот¬

ностью р, вычисленного на поверхности S , причем искомое тело Г , ищется
и классе «близких» к данному Т (*, т} (ем. также (*,•-*) , где рассмотрены
вопросы единственности и устойчивости подобной задачи ).

Если длгт односвяэпьтх тел при и 0 решение задачи t существует и
единственно ( 7 ) , то а случае иногоспязпых тел имеет место иное утверж¬

дение:
Пусть Т многосеяэная область. Тогда при у > 0 решение задачи 1

существует и единственно, а при х= 0 решение задачи 1. вообще говоря ,
не единственно и определяется уравнением разветвлений.

Отметим, что внешняя задача для многосвязных тел, «близких# к дан ¬

ному. аналогична, в некотором смысле , внутренней обратной задаче для
односвязных тел, «близких# к данному. Поэтому более полные выводы по
задаче 1 для многое,виз?@OE тел подобны теоремам 1 п 2 в и. 2".

З а д а ч а 2 {внутренняя) ставится аналогично задаче 1, прячем И { т. )
является решением неоднородного метагармоипческого уравнения и, конем
ной области Ол ZD" :

ЛИ — vAH = р (х) , x ^ G„ (к = const 0) * ( I )

Тело Т| ищется такое, что
£габ // (з ) = grad U (х; Ти и ) для х= Т ..
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U случае к = 0, р — const существование решении этой задачи после
цоваюсь ранее для частных случаев эллипсоидальных тел в связи с зада¬

чами небесной механики ) r I ) данной работе* задача 2 исследоваца для
у. ьь 0 в общем случае, когда /' — произвольнал одпосвяэная область, р -
атталитическая функция в ц (л- ) \ Ф 0, причем при C.> 0 доказано су ¬

ществование п единственность решения задачи, а при к= 0 доказано су¬

ществование решения, а число областей определяется уравнением разветв¬
лений, зависящим от одного вещественного параметра. Приведем более
полные выводы по задаче 2,

21* Пусть Т — односвязная область с границей S класса А<?‘ U { x:
Т , и. ) — объемный метагармонический ( и > 0) потенциал тела Т заданной
ивременной плотности р -Рассмотрим одноезяэвую область С .и Gt Т + S , граница ГУ7 . области
Си находится на положительном расстоянии d от поеерхнеа п S. Пусть и :-
воетеп grad Г7(т; 7\ и ) градиент метагармопнческото потенциала для
хеГ -J- S. Кроме того, предполагается, что аадэннал фу акция П : : ) явля-
( той регулярным решением уравнения (1) .

Дополнительно будем предполагать, что: 1 ) a (i) есть донегьятельмая
аналитическая функция в области (1:. причем всюду n i ппверхностп .S'

функция ц ( д') отлична от нуля; 2) каждая из величин

ЦгЖ / dv — дИ { Т , ц) / <?vl! , / -т(т, р) /^[| ( 2)

не превышает юС , где 0 -С га С d7 С=С (Т ) , щ = (в (Г, р, еПт d >. норма II
предельных значений на S изнутри

^ {Н -и (Т ф ) ) н ^ ( H-U ( T , ii>)
определяется, кл FC 2 ( т) 4;O пространства Нг -

Пусть {5,} — if:sасе ионархиостей , ураннекие которых л приполипеиной
система координат (см . ( * ) )

у= х+ vn* (3)
имеет вид

{%’ = t i l п ) }. М < «*, Е еСе- 4$) - (4)
При этих условиях кипит MI сто еле Туыгтдттг я.

Т е о р е м а I (случай И ^> 0) . Существует и притом единственная по -
верхностъ i\, ограничивающая тело Т , удовлетворяющая условию ||^| < d ,
такая , что градиент внутреннего объемного метагармонического { у. > ( I )
потенциала Ь’ [ х\ Т , , р ) геля. Т , заданной плотности р равен градиенту за¬

данной функции П в области Г , , т. е.

grad Н (д:} - grads ) р (р ) е— — dtj для ге ?-,, (5}
Т гху

где Н ( л;) — регулярное решение уравнения ( 1 ) .
Т е о р е м а 2 (случай к= 0 ) .Существует тело 7Y, ограниченное по¬

верхностью S ’ класса ( 3) — {-'* ) . удовлетворяющей условиям I £ ' 11 С d . га
кое . что градиент заданной функции Н ( т ) ua ( 1 ) равен внутри 77 градиен¬
ту внутреннего ньютонового потенциала, U {x\ 77, п ) тела 77 заданной
плотности р, т , е.

grad Н ( х ) = grad* \ р ( г/) -i- dy для х (^ Т \ , (0)

где If ( х ) - регулярное решение уравнения ( 1 ) ( к = 0) .
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LIпело i поверхностей 8',' совпадает с числом решений относительно I
уравнения раэветвлениii

+ (it 1) £ -f* + •••” b ifli"+ . . — 0, (7)
где L* ( A- == 0, 1, . . .) — вполне заданные числа,

3". Для функции £(£, гц , определяющей границу искомого тела, подоб ¬

но тому как ото делается ь ( v ) , выводится нелинейное интегро-днфферен
циальное уравнение

"К.-Ю -“ L* - тти <гЮL -sМ&U { T t \j )
flv* V— О

-Ж ) , (8)

где х ( 7) интегро-дифференциальный оператор, подобный оператору 4Г

но С ) , А? (ф) — фредгольновый оператор.
Доказывается, что для оператора /.(*) справедливы оценки, подобные

доказанным а теореме 3 работы автора ( ’ ), а В ( ( f ) обладает тем свойством,
что уравнение

«(Ф > = 0
имеет единственное нетривиальное решение tp -= const для случая у = 0
и только тривиальное решение ф — On случае и Л> 0, Из свойств правой
части ураппенин (а ) , а также свойств оператора В следуют теоремы I и 2.

Отметим, что решение уравнений разветвлений (7) в зависимости от
коэффициентов Lh { /с = 0, 1,...) в различных частных случаях изучалось
в ряде работ но теории фигур равновесия вращающейся жидкости (см .
( 4, : ) ) а настоящее время уравнение разветвлений изучено в общем случае
с помощью диаграммы Ньютона (см. (’ ) ) .

Из исследования поставленной задачи 2 и решения уравнения (8) вы ¬
текает

С л е д с т в и е. В утверждениях теоремы 1 и 2 вместо равенств (5) и
(6) можно записать соответственно равенство

Щх ) = \ [ i ( y ) e
-~- dp для хе ?’, (к>0),

f 1
'*V

Н (х) - ||1 { у ) ~dy -1- с [ Оля теТ; (И = 0J ,
„I XV
11

где СУ — const, 7', ' — область, ограниченная поверхностью 8tr, которая оп ¬

ределяется решением уравнений (7 ) , (8).
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