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t. Многие допросы механики, радиофизики, теории автоматического
регулирования тесно связаны с задачей о рождении малых автоколебаний.
Первые результаты в решении этой задачи принадлежат А. А. Андронову
и Е. А . Леонтович (см . например, ( ’ ) ) , которые изучили рожденно малых
автоколебаний из особой точки тина фокуса. В их работах рассматрива ¬

лась двумерная система
cfcr ! dt = А (е )х -+- В { х, е) , ( 1)

> де х — двумерный вектор, А — квадратная матрица второго порядка , а
П ( х , с ) — члены, имеющие второй порядок малости. Предполагалось, что
при F = 0 матрица А (0) имеет пару чисто мнимых корней и пулевое ре¬

шение при е = 0 асимптотически устойчиво. Если при а > 0 нулевое ре¬
шение неустойчиво, то рождается малое автоколебание,

Б докладе ( г ) А. А , Андронов поставил задачу исследовать вопрос о
бифуркации и «смене устойчивости » между стационарными движениями
для систем более высокого порядка. Определенное продвижение в этом
вопросе получено в работах горьковских математиков (’“ ') • Особо следует
отметить статью Н, Н, Бруш.ишской (" ) . в которой дастся весьма ночное
описание качественной картины окрестности нуля п мерной системы при
бифуркации автоколебаний. Совсем недавно II. Чефн ( т ) установил доста ¬

точно общую теорему о рождении автоколебания из нулевого состояния
равновесия и изучил структуру окрестности нуля. Отметим, что связь би¬

фуркации с устойчивостью отмечал также 10. С. Болесов при исследовании
автоколебаний генераторов с распределенными параметрами.

Развитые и этой работе методы позволяют изучить более общую, чем
п (*, 7 } задачу о «смене устойчивостей* и бифуркации систем дифферен¬

циальных уравнении с малым параметром при старших производных; та ¬

кая задача возникает, например, п теории автоматического регулирования
(см. (•) ).

2. Пусть Л" и R4 — п-мерное и m-мерпоо эвклидовы пространства ,
( - , - } — скалярное произведение в пространстве R % ] - || — норма в R 1 и
R - J!, Обозначим через В" (г ) иS'" (г) шары

В" ( г ) = {х <= R": [|х||< г}, В1* ( г ) = { у *= R"1: 11У II < г}
в этих пространствах.

Рассмотрим теперь систему обыкновенных дифференциальных урав ¬

нений
d x j d t — f ( x, у, е), z d y / d t =; g ( x, у, в), n= R\ r/ t= R '\ ( 2)

где / (х, у, к ) и g ( x , у, е ) — функции, определенные в области В* ( г ) X
X В':‘ ( г ) X |0, ftoj (5> > 0) и принимающие значения в R“ и И” соответ¬

ственно. Предположим дополнительно, что выполнены следующие шесть
условий:

1” , / (0, 0, к ) = 0, #(0, U, е) в= 0 при 0 ^ е^ £i,
2е. Функции j a g бесконечно дифференцируемы по х, у при е ;> 0 и

аыалитичны по х, у при е = 0; более того, f a g вместе со всеми их част-
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\шмн производными по х , у непрерывно дифференцируемы по в в точке
е — 0.

З 5. Характеристические корни матрицы ^у (0, 0, 0) лежат л левой ком¬

плексной полуплоскости.
4*. У матрицы

Аа= fx (0, 0,0)- /и (0, 0,0) gZl {0,0, 0) Вя (О, 0,0)

ость пара чисто мнимых корней ±iw ( о) >0) характеристического урав-
нении; оЬтальныо корпн этого уравнения лежат в левой комплексной по¬

луплоскости.
Пусть ф (г) — решение уравнения g( x, у , 0) — 0, обращающееся в нуль

при X = 0.
5". Нулевое положение равновесия системы

dz / dt = f [ x, ц> ( х ) , 0] (3)

либо асимптотически устойчиво по Ляпунову, либо неустойчиво.
Череп к,иС;обозначим векторы на R*, для которых

AQCI — 03 Ол, ПпСк В)в,.
Пусть Л, и Нг — такие линейные функционалы над It '1, что А * (е,) — 6~>

(i, / — 1, 2) и
- — (oft* , А2/^2 — h)h^ r

G°. at = (fc„Л,Si) =т^ 0, где
Эя/й»

At = f { fv (0,П,0) g-vl (0,0, 0) *x (0, 0, 0) fs (0,0,0)-
0

- \ f „(0,0, 0) gl' (0, 0, 0) gx (0, 0, 0) ]9- fxt (0, 0, 0) + fvl (0, 0, 0) X
X 8v (0. 0, 0) gs (0,0, 0) 4- fy (0,0, 0) g^O, 0,0) gxe (0,0, 0) 4

+ fy (0,0, 0) g-1(0,0,0) gyi (0, 0,0) g-' (0, 0,0) gx (0, 0,0)} ê dx.
Говорят, что при e — 0 имеет место бифуркация малых автоколебаний,

если при малых е>0 у системы (2) существует ненулевое автоколеба¬

ние, стремящееся к нулю при е — >- 0, период которого стремится к 2л / <о.
Будем говорить, что при е=0 происходит «смейа устойчивостей» ну¬

левою положения равновесия, если при е=0 нулевое положение равно¬

весия системы (3) асимптотически устойчиво (неустойчиво) , в то время
как при е )> 0 нулевое положение равновесия системы (2) неустойчиво
(асимптотически устойчиво).

Т е о р ом а 1. Для того чтобы при е = 0 имела место бифуркация ма¬

лых автоколебаний у системы ( 2) , необходимо и достаточно, чтобы при
е= 0 происходила «смена устойчивостей » нулевого положения равно¬

весия.
Т е о р ема 2. Пусть при е = 0 происходит «смена устойчивостей» ну¬

левого положения равновесия.
Тогда рождается ровно одно автоколебание. Это автоколебание асимп¬

тотически устойчиво, если асимптотически устойчивое нулевое положе¬

ние равновесия системы (3) при е =0 переходит в неустойчивое, нулевое
положение равновесия системы ( 2) при с>0.

Если же неустойчивое нулевое положение равновесия системы (3) при
в=0 переходит в асимптотически устойчивое нулевое положение равно¬

весия системы (2) при е 1> 0, то это автоколебание неустойчиво.
3. Автоколебание, существование которого устанавливается в теоре¬

ме 1, с достаточной степенью точности может быть вычислено прибли¬

женно.
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Обозначим через V ( t , х„) оператор сдвига ио траекториям системы
(3) за время t.Очевидно,

U ( t , arg ) = Vt ( t ) xt + V,((,!„},
где F,(() — ел <>, а Уа{(, — члены второго порядка малости по х„.Пусть,
далее, Д= {г еR": Л3 (х) = 0), Л0 = {г е Д: Л, (х) = 0} и Qx —= х — hi { x )ei. Оператор Q проектирует Д в Д 0. Обозначим через i (|, ь)
(f ^ ОДе До, Ш С rD) решение уравнения

sin а> 1 = l~ lh i { V i [ 2n / а + 1, + ££]) *

которое обращается в нуль при I = 0, £ = 0.
Пусть, наконец , ^ — р ( 1 ) (0 ^ ^ £о) — решение операторного урав¬

нения
t = Г'^Р(2я/о> + 1( 1, I ) , I*. + Щ , £ е= До,

обращающееся в нуль при С = 0, Нетрудно иокааатъ, что функция

Ш) = (А «. + < £) ), $* + &(6) 3 )
имеет вид

Т] (|) =|+ о*-+ о(Г*),
где а» += 0, а т* - положительное целое число ^2,

Те о р ем а 3- Начальное условие (х0, р„) малого автоколебания, суще-
сгвование которого установлено в теореме 1, представимо в виде

х„= poeb'(7rt*^i)f1 о (еь'("ц-и)(

У0 = Рйв̂ ц*;1 (0 , 0, 0 ) gx (0, 0, 0) ех + о <eW-i>),
где = (— а,/а*) { /<т

Используя яти формулы и разложения А. Б. Васильевой ( “ ) , можно по¬

лучить различные приближения малого автоколебания.
Для доказательства теорем 1, 2, 3 применяется метод Пуанкаре и ре¬

зультаты А. Н. Тшгонова (14 ) , Л. Флатто и Н. Левинсона ("), М. А. Крас¬
носельского ( f l) и Ю. С. Колесова (|а ) .

Автор выражает искреннюю признательность ГО. С. Колесову за цен¬

ные советы н М, А. Красносельскому и В. М. Волосову за внимание к ра¬
боте.
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