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В этой работе приводятся теоремы типа принципа максимума для не
линейных, вообще говоря, вырождающихся элллиптпческих уравнений в 
классе функций ИД2 (теоремы 1, 2), а также формулируются теорема 3 
о существовании решения таких уравнений и теорема 4 о переходе к пре
делу в нелинейном операторе.

Метод доказательства теорем 1, 2 по существу совпадает с методом 
доказательства принципа максимума в классе С-,, изложенным в (‘), гл. 1, 
§ 1. Он основан на получении принципа максимума для линейных урав
нений, который, в свою очередь, выводится из оценки, аналогичной из
вестным оценкам А. Д. Александрова (2,3). Доказательства упомянутой 
оценки и теоремы 3 проводятся с использованием теории управляемых 
случайных процессов, теоремы 4 — с помощью минимаксного представле
ния нелинейного оператора ('*)•

Всюду ниже Е — 72-мерное эвклидово пространство, G — ограничен
ная область в Е, Г — граница G, число р 2> п. и, и е Иц^ос(G), и, и 
непрерывны в G (J Г. Относительно функций F(x, и^, и„ и) (с индексами 
пли без них) будет предполагаться, что F(х, и-,,, и;, и) ~ F\x, щ,, и,, и), 
F измерима по х е G при любых гщ (i, j = 1, ..., п), u, (Z = 1, ..., п), и, 
F непрерывно дифференцируема по (щ}, щ, и) при всяком х е G. Поло
жим а = (Fui.) ?-=1 , Ь = (F„„ .. . , Еа„), с = —У„, для w <= ИД Joc (G)

F [w] (х) = F (х, wx.x., wx.,w), a [m] (х) = а (х, wx.x., wx^, w)

для ie [0, 1], аДх) = a[tu 4- (1 — f)n] (x). Аналогично no b и с введем 
bi(x), ct(x) и будем снабжать a, b, с, at, bh ct теми же индексами, кото
рыми будет обладать F.

Теорема 1. Пусть F[u] (н.е.) в G. Предположим, что суще
ствует постоянная -V < оо, функция g 0, geLn(G) и векторы kt(x), 
ht(x) такие, что при всех I е [0, 1] и при почти всех х е G а) Ь. = 
= kiA~y'aht, |ht |2 sA Nep | k, |и Ц" gn det а,. Пусть еще б) at Ул 0, с, Туг 0, 
в) Ci -j- tr at > 0 (п.в.) при t. e [0, 1].

Тогда и — v max [u(x) — v(x): x i= Г] в G,
Из этой теоремы следует, например, что если в области G справедли

ва теорема Соболева о вложении WP2(G) в Cl(G), то уравнение
A[w.]E^det(wx x - их — 6i;u)”i=1= f (1)I J I J

при j > 0 (п.в.) в G может иметь то;и ке едко решение из TFP2(G), для 
которого матрица d [w] = (их.х. — uxpix. — (щи) Ул 0 и которое на Г равно 
фиксированной непрерывной функции. Действительно, если есть две та
кие функции и и V, то dt = d[tu Д- (1 — t)v\ >11 п а; = dr1 det d,. Да
лее, ct = tr сщ b, = —2a,(tDu +(1 —t)Dv) *, поэтому можно взять g =

Du = grad v, ниже D2v = (vXiXj)™j=i.
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= 0, kt — 0 и тогда

ct 11 ht |2 = 4 (tr af) 1 (af (tDu + (1 — t) Dv), (tDu + (1 — t) Dv)).

Последнее же ограничено, поскольку |Пга| и |Z)p| ограничены в G. Зна
чит, предположения теоремы 1 выполнены и и = v в G, если и = v на Г.

Интересно, что если вместо (1) рассмотреть уравнение

(2)

и решать (2) в классе функций, для которых d [к] = (иж.Х;. + uXiux.— 
— 0, то применить теорему 1 уже невозможно, поскольку из
d[u] 0, d[u] 0 не следует, что d [tu. + (1 — t) и] > 0 (т. e. at 5s 0). 
Тем не менее, теорему единственности для (2) доказать можно, если ис
пользовать такой результат.

Пусть St = {а} — некоторое множество индексов и для всякого а е St 
определено множество индексов S3 (а) = {р}. Пусть для всяких а е St, 
Р е S3(ct) определены функции Fa^(x, и^, щ, и). Положим

J [га] = J [га] (х) = inf sup Fa’̂ [а] (ж), 
asSI t’>=S(a)

где inf, sup — inf, sup в структуре классов эквивалентных по мере Лебе
га измеримых функций от х.

Т е о р е м а 2. Пусть оа > 7[и] 5= /[к] > —оо (га.в.) в G. Предположим, 
что существуют постоянная N < оо, функция g5=0, geAj'G) и век
торы kt^(х), hta^(x) такие, что при всех t <= [0, 1], a е St, р ^S(fz) и 
при почти всех x^G-. а) bt^ = kF® + Д'аТЧгТ®, | hF® |2 :--Х NcF®, 
|A,’;a‘5|" ■ g"detra;aii. Пусть еще 6) ra(aS 0, ca? 0- 0 (га.в.) при t e [0, 1], 
a <= St, ₽£3(a), в) при t <=■. [0, 1] inf inf (cF® + tr at^) >0 (ra.e.).

Тогда и — v X max [u (x) — v(x): ж e I ] в G.
Уравнение (2) для функции, для которой d[u] 0, эквивалентно 

уравнению

inf [tr (aD2u) + (aDu, Du) —и — ra(det a) l/nfi/n] = 0,

где inf берется по всем симметричным матрицам a : a 0, tr a = 1. Это 
представление (2) дает возможность доказать теорему единственности 
для (2) с помощью теоремы 2. Аналогичное представление уравнения (1) 
показывает, что теорема единственности для (1) имеет место при 
в классе функций, для которых d[u] 0.

Теорему 2 можно легко применить также для доказательства теоремы 
единственности для задачи с двумя свободными границами (ср. (5)), по
скольку функция и такая, что ф< 5' и Ffi ф2 и (—l)’F[ra] 5=0 там, где 
(—1)’(га— ф;) > 0 удовлетворяет уравнению

1
t + s + 1

inf sup 
f>0 S>0

{F [ra] — t (u -^ — stu — ф2)} = 0.

Сформулируем теорему существования решения.
Пусть Ф = {а} — множество в некотором эвклидовом пространстве; 

матрица оа(х) размера га X п, га-мерный вектор Ьа(х), числовые функции 
са(х) 0 и /а(ж) непрерывны по (а, х) <= Ф X Е и ограничены по х 
при всяком с f T. Пусть все первые и вторые производные по х функ
ций о®(я), brL(x), са(х), fa(x) непрерывны по х и вместе с /®(ж) ограни
чены равномерно по (а, х). Положим аа = сС[<Х]* (ст* — транспониро
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ванная матрица а), па — tr аа -f- [ b"1 -}- са и пусть при всех х

sup mf(a°^%)>0.
a<=s> I л I

Теорема 3. Пусть число ц достаточно велико, тогда существует 
ограниченная функция w^W\tioa{E) при всех q такая, что

sup ——- [tr (аа7)2и;) + (ba,Dw) — caw — pw -J- /°] =0 (n. в.) (3)
ae® P + n

Сделаем несколько замечаний об этой теореме. Число ц можно взять 
любым, строго большим нуля, если а* и Ьа не зависят от х. Вопрос о 
единственности решения (3) может быть в некоторых случаях рассмот
рен с помощью теоремы 2. Можно указать пример, в котором решение 
(3) имеет разрывные вторые производные.

При доказательстве теоремы 3 важную роль сыграл результат, являю
щийся небольшим обобщением следующей теоремы.

/1 1Пусть первые производные по Иц, Ui, и и t функций tF^yx, — и^, —Щ, 

— и\ (k = 1, 2) ограничены как функции х, uih ut, и, t (i>0). Пред
положим, что a(i)>0, Н(2) I при всех значениях х, uih щ, и, где I — 
единичная матрица.

Теорема 4. Пусть ит, ti^WclG], ит (ж) -^и(х') при х <= G и 
inf ^2) [иг] (= £,.(£) •

Г
Тогда F(1) [u] :> lim inf F(1) [п®].

г—>оо s^r

Рассматривая —FM [—м] вместо F(d[h] из этой теоремы получаем 
верхнюю оценку для F(I) [п].

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 14 V 1971
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