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I . Пусть имеем линейные нормированные пространства Е u F и наша
задача заключается в решении уравнения

Ан = 7 (иеЕ, f <= F ) . (1 )
Предположим, что Е „ и F „ являются п-мерпыып подпространствами прост-
ранета Е и Е соответственно. Р , означает оператор, отображающий про¬

странство Е в Ег„ a Q ., — оператор, отображающий пространство F в F ..,
Задачу (1) заменим приближенной задачей

A „u ,= f „ ( и„е= Е „, / 55 F , , ) . (2)
Качество приближенного метода будем характеризовать нормой оператора
погрешности

Ял = А-:— Л'1*?*.
Попятно, GB> точность приближенного метода зарнент от выбора соответ ¬

ствующих подпространств и структуры оператора А „. Предположим сна¬

чала, что подпространства Е „ и F* каким то образом выбраны, и выберем
теперь оператор А „ так, чтобы норма оператора погрешности была мини¬

мальна. Я атом случае будем говорить, что А . оптимизирует норму И .. .
Обозначим через Р , " оператор наилучшего приближения в пространстве Е ,
т, е. оператор, удовлетворяющий условию

\и — PSw|£ = inf [u-un|e. (3)

Т е о р е м а I. Оператор Ал, оптимизирующий норму оператора погреш¬
ности, Rn , определяется формулой

А°п = QnAP£\ (4)
Оператор PJ будем называть о п е р а т о р о м п о ч т и н а и л у ч ш е-

с о п р и б л и ж е н и я, если
|« — inf | и — и Е. (5)

Будем говорить, что оператор А» п о ч т и о п т и м и з и р у е т норму one-
ратора погрешности если

М 1-ЯГ<?»|у-я< С II А •- A*
где Аф - оператор, оптимизирующий норму R

Аналогично теореме 1 имеет место
Т е о р е м а 2. Оператор А» , почти оптимизирующий норму оператора

погрешности Я „, определяется по формуле
Ап= QnA?V - (6)

Ясно, что аппроксимативный метод решения задачи (1) предполагает
наличие расширяющейся последовательности пространств {£,} н соответ-
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гтнующеи ей Iшследовательности операторов {Р .}, Таком образом , в опти¬

мальном методе при любых и и п должно выполняться условие (3) . Если
же при любых н и п выполняется неравенство (о) с константой , но залп
‘нщей пи пт и , пи от и, получаем почти оптимальный метод. Почти опти¬

мальный метод получим , например, п случае, если операторы последова¬

тельности будут проекционными п их нормы будут ограничены и совокуп ¬

ности. Такую последовательность операторов можно легко построить,
когда , скажем, пространство Е обладает баяпсом. Мы творили г . равномер¬

ной ограниченности в совокупности норм операторов Римея в виду
какое-то конкретное пространство, и оптимальность метода понимали по
отношеппю к Этому пространству. В последнее время возникли задача ио -
| троения универсальных алгоритмов, т . о . алгоритмов , близких в том или
ином смысле к оптимальным (например, почти оптимальных ) , но уже по
отношению пс т; одному конкретному пространству, а к целому классу
таких пространств. Такие алгоритмы можно строить, основываясь н . , ' Н-
тергголядноиных теоремах типа теорем Рисса и Марцинковпча (см . : •* ) ) .

2. Будем предполагать, что уравнение ( 1) рассматривается и гильбер¬

товом пространстве Н , оператор Л будем считать самосопряженным и по¬

ложительно определенным, а Л ~'‘ вполне непрерывным. В этих предпо¬

ложениях мы можем, исходя из основного пространства, построить целую
шкалу гильбертовых пространств {//„} , скалярные произведения и нормы
и которых определяются соответственно по формулам

( u, р ) а — ( лаи, к ) , Ни||а = 7 (̂ 1*, и ) .
Оператор паилучшего приближения Ря° в данном случае является, оче¬

видно, просто оператором ортогонального проектирования па подпростран¬

ства Еприближенное решение ипе Ец находится из условия минимума
нормы разности и — пГ; в том или ином пространства наеденной шкалы;

[|м — для всех и„е Еп . (7 )
Для прохождения п -го приближенного получаем линейную алгебраиче¬

скую систему
Л

S = (8)
i= t

Случаи к — I и к = 2 соответствуют классическим проекционным методам
Бубнова — Гулерюша и наименьших квадратов (' ~!" ) .

Успешпое примепепие прпСлпжспиого метода (7 ) зависит от того, па-
сколько удачно выбрана координатная последовательность

. * , еп , . . , (£))
Отождествим отрезок координатной последовательности пз первых п

членов с вентором
и* = { еи . . . , е„) , ( 10)

который также будем называть к о о р д ин а т ным. Обозначим далее через
(и„) оператор, сопоставляющий каждому элементу / приближенное

решение уравнения (1) , полученное приближенным методом (7 ) , и васлсм
в рассмотрение оператор посреяшоети

Л^(ип) = Л-1 — rjfNu»). (И )
Если правая часть уравнения ( 1 ) будет принадлежать некоторому прост¬

ранству Нау то ясно , что Д <*»К) можно рассматривать как вполне непре ¬

рывный оператор, отображающий пространство На в пространство Нк.
Координатный вектор и„" мы будем называть о п т имал ьным, если соот¬

ветствующий ему оператор погрешности /f ^(и„р ) удовлетворяет условию

II Л*** (o°n)U*<|Д^(а.)IU (12)
для всех векторов un.
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Часто приходится ограничиваться нахождением почт» оптимальных
координатных векторов. Координатный вектор ц„* мы. будем называть
п о ч т я о п т им а л ь ным, если соответствующий ему оператор погреш ¬

ности удовлетворяет услопию

II д£» (ЭД U*<С || R'»> «)\̂ к , (13)

Перейдем непосредственно к задаче построения оптимальных коорди¬

натных векторов. Геометрически их структура довольно ясна, В самом
деле, при спелаиных предположениях мы фактически имеем дело с пробле¬

мой паилучшего приближения на компактных множествах типа эллипти¬

ческого цилиндра . Поэтому надлучшее приближение мы получаем, когда
и качестве подпространства Еп выбираем подпространства, наткнутые на
вектора главных осей цилиндра (“ ).

Действительно имеет место
Т е о р ем а 3. Пусть а >1— 2, Координатный вектор и ,° оптимален,

если, ею компоненты совпадают с первыми п ррбственными элементами
оператора А , причем

(14)

(л„, , - (и+1) -е собственное число оператора А ).
Кин следствие можно получить обычную оценку погрешности.
I фактически оптимальные координатные векторы можно найти лишь в

самых простых случаях. Однако почти оптимальные координатные век¬

торы удается построить сравнительно легко, Гнепользуемся для их похож -
дения следующим критерием: если для заданной последовательности под¬

пространств Ел существует последовательность проекционных операторов
Р : Н„ v Еп и числовая последовательность рп

СхУ.п ^САП (15)
такие, что

Ъи - p, Mi^ciiy r* )+\ (16)

то координатные векторы , на компоненты которых натянуты подпростран¬

ства Fn будут почти оптимальными. Доказательство очевидно . Б частности,
как легко показать, атому критерию удовлетворяют подпространства, цатя
нутнте на собственные векторы операторов, сходных с оператором А (опре¬
деление С. Г. Мнхлина см. ( ' ) . Такие векторы довольно легко построить .

3. Предположим теперь, что задана некоторая система функционалов
( ^ ,) , биортогональная к системе элементов {е.} , образующих координатную

последовательность. Тогда если

(8) можно записать в виде

u — S cieh
3= 1

то 1чап = С( , д систему

S (li > “ л)Й.**)* = (A г 7 = 1 . 2 щ
1=1

(t, гг,) — система значений функционалов / , на приближенном решении ц,„
иначе ее можно интерпретировать как систему приближенных значении
функционалов I, на точном решении и нашей задачи. Сам способ построе¬
ния этих решений представляет собой абстрактный аналог вариационно-
разностной схемы. Вариационный метод д.пя получения разностных схем
решения некоторых вибрационных задач был использован в работе (, п )
(см. также ( 1Ь, 1S ) и др.). Для равномерно эллиптических краевых задач
удается ностроить вариационно-разностные схемы, которые si смысле опре ¬

деления, датаего в п. 1, оказываются почти оптимальными. При этом для
конструирования почти оптимальной координатной последовательности
используются сплайн-функции.
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З а м е ч а н и е. Мы пезде считали, что оператор ,4” ' существует н огра¬
ничен. Если же предположить только существование оператора Л-', пе
предполагая его ограниченности, то задача (1) будет некорректно постав¬

ленной , Приближенное решение таких задач осуществляется па основе
теории регуляризации , разработанной А. Н. Тихоновым: па расслоении
(Л’ , Л , А’ ) строится регуляризугощий оператор (точное определение см.,
например, в (|а, ,7 ) ). Первые регуляризаторы были построены А , II. Тихо¬

новым. В дальнейшем оказалось, что, если расслоенное пространство
( Е , A , F ) образуется парой гильбертовых пространств, то кроме класси¬
ческих регуляриэаторок А. Н. Тихонова (1Я, 11 ) существует еще много
других. Поэтому вопрос, об оптимальных приближенных методах решения
некорректно поставленных задач — это, но существу, вопрос о построении
оптимальных в том или ином смысле регулярпзугощих операторов. Если
предположить, что мы находимся в условиях идеализированного случая и
что правая часть уравнения (1 ) нам известна абсолютно точно, то каче¬

ство приближенного метода, соответствующего регуляризатору Тестест¬

венно характеризовать оператором погрешности

Пп= I — ТпА ( I — единичный оператор).
Регулярипирующий оператор Т* будем называть о п т и м а л ь н ы м, если

D / * |5^|f — ГпА 15.

При некоторых довольно естественных предположениях о подпространст¬

вах Ег гильбертова пространства £, в которых ищется приближенное ре ¬

шение задачи (1 ) , оптимальный регулярпзатор будет иметь вид

П = РпА-\
где Рт, — оператор проектирования на Е ,„

Отметим еще, что сделанное в л. 3 предположение о положительном
определенности оператора А можно заменить более общим, а именно, счи ¬
тать, что А удовлетворяет условию

(Лн, Ки ) ^ аРАжГ, u s D( A ) , а > О,
где А' — непрерывно обратимый оператор и О ( К ) Ш Е> ( А ) .

Соответствующие результаты обобщаются и па этот случай.
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