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В этой заметке даны неравенства, из которых следует устойчивость 
интеграла

vo(Jo) = \ tdx, £еГ0, (А)
Го

относительно колебаний контура Го в смысле метрик пространств Lp и С. 
В работе (3) доказана подобная устойчивость интеграла типа Коши

Y0(z)= (В)
Го

в смысле метрики пространства С в случае замкнутого Го. Но основное 
неравенство в (3) зависит от расстояния между z и Го и не имеет смыс­
ла, когда z е Го. Поэтому результаты работы (3) к интегралу (А) не­
применимы.

Пусть Го и ГА обе замкнутые или оба разомкнутые с общими конца­
ми простые кривые на комплексной плоскости, удовлетворяющие ус­
ловию

inf —1——— = ти{^>0 (I = 0; k), (1)
" ■ s It,, К) v 7

где ti — аффикс точки, лежащей на Г„ a S{ti', h') —длина небблыпей 
из дуг Г,, соединяющих Т" и ti'.

Из (1) следует существование функций t,■ = a,(s), отображающих 
(0, /о) на Г. (Zo — длина дуги Го) и удовлетворяющих условию

inf
0<s', s"</„

ai|s") - Щ (s')

I s" — s’ mi > 0.

Пусть f(t) определена на Го и принадлежит Lp. Определим ее и на Гь 
так, чтобы почти всюду выполнялось равенство

/[ал($)] = /о[«о(s) 1 (0 < s < Zo). (2)
Тогда при любых 1 =< р щ < оо в предположении существования рас­
сматриваемых интегралов получаем неравенство *

* В частном случае, когда Г;, получепа скольжением Го самой по себе, неравен­
ство (а) вытекает из работы Л. Г. Магнарадзе (4).

Г с (х) (* wn'1 (z) 1\\vk — »о ilp С N [ \ ~—dx + e-k ~2 tfa] = NF (efe), (а)
О

где vk — интеграл типа (А) по контуру Г*,  ||ф||Р — норма в пространстве 
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LP(0, Zo) (ИфЦоо = litplic — норма в пространстве С); eft = max []]as— 
— a0||P2, Ila/ — a/||J, pz = p,p / (Pi — p), 1 / p + 1 / q = 1,

i, i/p
wg(a)= sup {j \f[ai(s + h)] — f [ai(s)]|Pds} P,

0

причем в случае разомкнутой Г;, если (s J- h) е [О, Zo], принимается, что 
/[aJsJ-A)] = 0.

Постоянная N > 0 зависит от т>, р, ||/||р. Неравенство доказывается 
для замкнутых Г,. Случай разомкнутых Г; легко сводится к случаю замк­
нутых Г„ При доказательстве (а) мы, в частности, пользовались тем, что 
f dx i
\ - t - = • почти всюду для замкнутых 14, и неравенством

/■? г л Ы |P i1/p Р г/0)о j ——J dxj sC 4Zoр —dx, которое 
а о

модулей непрерывности.
Из неравенства следует

Теорема 1. Если существует 6 > 0 такая, 

а кривые Г„ (п — 0,..., сю) удовлетворяют 
inf {mJ > 0 и lime„ = 0, то lim ||н„ — HolL ~ 0. 
П>0 п-»оо п—>оо

Возьмем /(Zo) е Я на Го и примем
/(ajs)] = /(a0(s)].

Н. И. Мусхелишвили доказал (‘), что функции

вытекает из свойств

ЧТО sup Wj?(o) /о < оо, 
о<о<г0

условию (1), причем

Vii.h') = \

Гг 
принадлежат Н. Из работы (2) следует, что если u(t) е Н, то

||w||c 5S-^-||w||p, 0</v.
Из (а) и (*)  вытекает неравенство

IIЩ — Но || с s/ ЛГ [F(6s) ]’ -f- \k,
где М > 0 — постоянная, зависящая от N и L, а

dr
Nk =

(3)

—т-к -dxг

(*)

(Ь)

СГо
Ясно, что если кривые Г, — гладкие, то уй = 0.

Из неравенства (Ь) следует
Теорема 2. Е<:лиЩ) <^Н,с {Г„} удовлетворяют условиям теоремы

1 и lim = 0, то lim || — н0 II с = 0.
П—*эо  П—*оо

Если же f(t) определена и на Г*  и нельзя принять (2) и (3), то вместо 
неравенств (а), (Ь) имеем

и и “ р0) + wp (ж) J ,II vk vo ||р | ---------------------- dx -j- ek
о

+ еА In (1 + А-)} = NF (ej,

ll^-r0||c^M[/;(eJ]v + Yft, 
где ёь= ll/[aft(s)] —/[a0(s)J ||г.

Очевидно, что если
lim еп(1 + 1/еп) = 0, 

(а)

(Ь)

(4)
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то из неравенства (а) следует утверждение теоремы 1. Из неравенства (Ь) 
утверждение теоремы 2 вытекает без всяких оговорок, ибо из условия этой 
теоремы следует выполнение (4).

Неравенства (Ь) и (Ь) мы получили, пользуясь (а) и (а), но оценку 
для IK — Voile можно получить и непосредственно. Обозначим е/ = ||а/ — 
— ао'Ис, iv(o) = max sup|/(K) — f(t') |.

i
Тогда имеет место

V>k — v0\\c^:N*  { j dr + e* k dx + 4 In (1 + + Nk- (c)

Из (с) следует
Теорема 3. Если f(l) еЛ в некоторой области, содержащей Го, я 

кривые Г„ (га — 0,.. ., оо) удовлетворяют (1) га lim еп * = 0, то

lim |К —v011 = 0.
П—>оо

В формулировке теоремы 3 условие inf {гаг„} > 0 опущено, поскольку 
п>0

оно следует из тп '_> 0 и lim е„*  — 0.П—>СО
Теорема 2 является более общей по сравнению с теоремой 3 относитель­

но ограничений на Г„, но в смысле ||v„ — v0||c->0 последняя теорема 
лучше для некоторых классов Гп. _

Пользуясь неравенством (а) или неравенством (а), при помощи неко­
торых дополнительных построений, можно доказать и устойчивость ин­
теграла типа Коши относительно колебаний Го.

Теорема 4. Если f(z) в некоторой области, содержащей Го, а 
замкнутые контуры Г„ (га = 0, ...,оо) удовлетворяют условию (1) и 
]im еп* = 0 или же min {тгап{>0 и lim гп =0, то для любого е < 0 найдет- 
п—*оо  п>0 П—>Сс
ся число пв, не зависящее от положения zsl'n (га>га0), что при всех 
п>п0 верно HT^z)—Yo(z) Не < е, где —интеграл типа (В) по
контуру Г„.

Как мы оговорили вначале, утверждение, подобное теореме 4, доказано 
в (3). Но теорема 4 является более общей, чем соответствующая теорема 
из (3), поскольку га0 не зависит от положения z относительно Го и ограни­
чения на Г„ существенно менее жесткие.
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