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ПРИБЛИЖЕНИЯ НА СЕМЕЙСТВАХ БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 
И РАЗРЕШИМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком В. С. Владимировым 25 V 1!)71)

Пусть Aj и E2 — банаховы пространства, А — линейный оператор с об­
ластью определения D(Л) = D, плотной в Е,, и с областью значений 
7?(Л) <= Е2. Пусть h е Ем Рассмотрим уравнение

Ax = h. (1)

Исследование вопросов существования и единственности его решения до­
вольно часто удается провести на основе анализа приближенных уравне­
ний. Отметим здесь: 1) восходящие к Л. А. Люстернику доказательства 
разрешимости задач для дифференциальных уравнений с помощью при­
ближений их разностными задачами (1_9), 2) теорию приближенных ме­
тодов Л. В. Канторовича и близкие к ней проекционные методы (10, и), 
3) метод продолжения по параметру Шаудера (12), 4) теоремы о последо­
вательностях полугрупп и эволюционных уравнений (13_16).

В заметке приближенные уравнения рассматриваются па семействах 
банаховых пространств (ср. (10,15,17)), что позволяет получать аналогич­
ные результаты с единой общей точки зрения.

Пусть S — некоторое множество комплексных или вещественных чи­
сел т, для которого точка т=0 является предельной. Рассмотрим семей­
ство банаховых пространств Е(т), т е S, а также банахово пространство Е. 
Пусть дано семейство линейных ограниченных операторов (эпиморфизмов) 
Т’(т), те!, таких, что при данном т Т’(т) отображает Е на Е(т) 
(Т’(т)Е = Е(т)). Пусть, наконец, ж(т) — семейство элементов: ж(т) еЕ(т), 
т 22. Элемент х^Е назовем 7-пределом х(х) (при т—>0), если ||ж(т) — 
-7(т) х||г0 при т —0 (краткая запись ж(т) -ь-ж).

Если Е(т) = Е / Ех (фактор-пространства). где Ех. т е S. — семейство 
подпространств в Е, то за Т’(т) можно принять естественные гомоморфиз­
мы Е на Е(т) и Т-сходимость— это фактор-сходимость (15). С другой сто­
роны, пусть А[Т(т)]—подпространство нулей оператора 7(т), тогда 
Е/А[7’(т)] изоморфно Е(т) и Е(т) порождает естественный гомоморфизм 
Е на Е(т). Таким образом, излагаемая схема эквивалентна фактор-методу, 
что позволяет сохранить и использовать его понятия и результаты 
(Н. Н. Гудович (15), тл. 5, § 1).

Будем говорить, что нормы в Е(т) (см. (17, 15)): а) невырождены, если 
из Т(х)х->0 следует, что х — 0, б) согласованы с нормой в Е, если 
lim ||Т(т)ж||г = 1Ы1, в) равномерно ограничены, если найдутся б>0и т->9
С 2> 0 такие, что IIТ (т) || С при |т| < б, г) естественные, если 
IIх(т) ||т = inf ||я:|| (запись х е х(т) означает, что Т(х)х = х(т)).

Я=Х(т)
Отметим, что из б) следуют а) ив), а из г) следует в). Всюду ниже 

предполагается единственность Г-предела, для чего а) достаточно, а при 
наличии г) необходимо. Приведенные обозначения и определения будут 
применяться ниже к пространствам Е,, Е,(т) и операторам 7\-(т), i = 1, 2;
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Пусть теперь D — линейное многообразие в Е, и А (т) при каждом фик­
сированном т eS есть линейный, вообще говоря, неограниченный опера­
тор с областью определения D[4(r)] ££1(т), обладающей следующим 
свойством: при x^D (т)ж е D [Л (т) ], и с областью значений из 
Е2(х). Будем говорить, что семейство Л(т), сильно Т-сходится на D
к линейному оператору Л с Е(А) —D (аппроксимирует Л па D), если для 
г ей ||Л(т)Т1(т)ж — 712(т)Лх||1 -> 0 при т —«- 0 (краткая запись Л (т)Л 
на D). Будем говорить, что выполнено условие устойчивости, если суще­
ствуют М > 0 и б > 0 такие, что при |т| < б, г е S, существуют и огра­
ничены Л-1 (т), причем \\А~’ (т) || М.

Рассмотрим теперь наряду с уравнением (1) приближенное уравнение 
Л (т)х(т) — T2(r)h. (2)

Лемма 1. Пусть в Et(x) нормы невырождены, Л(т)->-Л на D, плот­
ном в Ei, и выполнено условие устойчивости, тогда на R(A) существует 
Л-1 и Л_1(т) - ^Л-1 на R(A). Если, кроме того, в Et(x) нормы равномерно 
ограничены, в Е2(х) нормы согласованы с нормой в Е2, то Л_1(т) А~' на
R(A) и оператор А~1 ограничен как оператор из R(А) в Е,.

Доказательство следует схеме В. П. Маслова ((“), стр. 86), кото­
рому принадлежит аналогичное утверждение для частного случая £,(т) = 
= £,,£= 1,2.___ ‘ ____

В лемме Л-1 — расширение Л-1 по непрерывности па R(Л). Если 
то назовем элемент Л_1/г обобщенным решением уравнения 1.

Всякое решение (1) является также и его обобщенным решением. Лемма 
1 утверждает, что если (1) имеет обобщенное решение х, то оно единст­
венно, а приближенное решение (т. е. решение уравнения (2)) ж(т) —> х.

Перейдем к выяснению условий существования решений уравнения (1). 
Здесь важную роль играет перенесение на рассматриваемый случаи по­
нятий ограниченности, компактности и полной непрерывности. В разност­
ной задач.е об аппроксимации оператора Лапласа это было сделано 
Л. А. Люстерпиком (2). Рассмотрим при фиксированном т ?- 1’ множество 
_Х(т) элементов х(т) еЕ(т), а затем семейство таких множеств = 
= (Х(т)}, где и т = 0 — предельная точка для S'.

Семейство ЗД назовем Т-о г р а и и ч е н и ы м, если существуют постоян­
ные С > 0 п б > 0 такие, что для х(х) еХ(т) при теГ, |г| <б 
1Щт)||т^ С.

Семейство ЗЯ назовем ^-компактным, если для любой последова­
тельности {т,,}Г, т„ 6= S', тп->0 п любых х(т„) 6Е Х(т„) существует Т-схо- 
дящаяся последовательность {^(т„А)} J=1(t. е. найдется х е Е такой, что 
х (ТП k) — Т (ТП&)х )kfe —> 0 при к оо).

Семейство линейных операторов В(х), t£S. действующих из £\(t) в, 
Е2(х), назовем Т-вполне непрерывным, если оно переводит каждое ^-ог­
раниченное в Е{ (т) семейство ЗЯ в семейство /^-компактное.

Лемма 2. Пусть существует S'!= У (т = 0 — предельная точка S') 
такое, что при т е S': 1) нормы в £i(t) естественные, а в Е2(т) согласо­
ваны с нормой в Е, 2) А(т)->4 на Ei, 3) существует А"‘(т) и 
А~1(т)Т2(т:)к-^х, тогда х — решение (1).

Лемма эта, по существу, принадлежит Н. Н. Гудовичу ((15), стр. 413), 
с ее помощью устанавливается следующее предложение.

Теорема 1. Пусть 1) нормы в Е1{х} естественные, а в £2(т) согла­
сованы с нормой в Е2, 2) семейство 2)1= {У(т)}, где Y(т) = A(t)7’i(t)£1 
Т2-компактно, 3) найдется линейное многообразие Уб~Е> такие, что се­
мейство 91= {Х(т)}, г®е ^(т) = А_1(т)7’2(т)3^ Тi-компактно, тогда урав­
нение (1) имеет при по крайней мере одно решение.

Следствие 1. Если дополнительно (к условиям леммы 2 или теоре­
мы 1): 1а) нормы в Е2(т) естественные, а нормы в А’Дт) согласованы 
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с нормой в Ei, 2а) выполнено условие устойчивости, то решение х единст­
венно и приближенное решение х(т) -> х.

Следствие 2. Если в условиях теоремы 1 (и следствия 1) 2бё — Е2, 
то уравнение (1) имеет (единственное) решение при любом h^E2. Если 
же Ж = Е2, то (1) имеет (единственное) обобщенное решение для любого 
h е Е2.

Следующая теорема охватывает и случай неограниченных операто­
ров А.

Теорема 2. Пусть 1) в Е2(х) нормы согласованы с нормой в Е2,
2) А(т) ->А на D, плотном в Et, 3) существует последовательность 
{т„} е2, тг. ->■ 0, такая, что А_1(тп) существуют, ограничены и 
А-1 (т„) Т2 (т„) h х ее D, 4) || А~* (тп) Т2 (т„) h - Л (тп)я|1т = о (|| А (т„) || "*). 
при П-*-со.

Тогда х — решение уравнения (1).
С помощью леммы 1 нетрудно выяснить и условия единственности 

решения.
Будем ниже говорить, что банахово пространство F вложено в банахо­

во пространство Е, если указан линейный ограниченный оператор J (опе­
ратор вложения F в Е) такой, что его область определения D(J) — F, нуль- 
подпространство A (J) = {0} и область значений плотна в Е.

Теорема 3. Пусть 1) F вложены в Et, a Ft(x) —в Е,(х), i=l, 2, 
причем семейство операторов вложения Ft(x) в Et(x) Т-вполне непрерыв­
но, 2) в Ei(x) нормы естественные; а в Е2(х) согласованы с нормой в Е2,
3) при h е F2 Т2 (т) h е F2 (х), 4) оператор А действует из Ei в Е2, а также
из F\ в Р2, при оператор А(т) действует из Ei(x) в Е2(х), а также
из Fi(x) в F2(x), 5) А(х)-+А на Et, 6) при те2, |т| <б существуют 
А_1(т) и ||А_1(т) С С, где б>0 и С > 0 — некоторые постоян­
ные.

Тогда уравнение (1) имеет по крайней мере одно решение х (только 
одно в Fi) при h^F2. Если, кроме того, выполнены условия 1а) и 2а) 
следствия 1, то при h^F2 решение единственно, а для любого h е Е2 су­
ществует единственное обобщенное решение х и х(х) —>~х.

Подобные результаты для граничных эллиптических задач лежат в ос­
нове метода продолжения по параметру Шаудера.

В заключение проиллюстрируем на простейшем примере понятие Т- 
компактности в применении к разностным задачам. Пусть G — ограничен­
ная область в s-мерном эвклидовом пространстве Rs переменной х = 
— (Xi, ..., xs), а Е = C(G) — пространство непрерывных функций. Разо­
бьем Rs плоскостями Xi = kix (kt, i — 1, . . . , s,— натуральные числа), т е 
е (0, То) = 2 на параллелепипеды и обозначим через Gx множество точек 
сетки, лежащих в G. Линейное пространство сеточных функций их(х), 
х е Gx при фиксированном т Е 2 превратим в банахово пространство Е (х), 
положив 1|щ||т = шах |ит(ж) |. Эти нормы естественные и согласованы с 

xeGT
нормой в Е. Если f(x) <^Е, то положим T(x)f(x) = fx.\x) е£(т), где 
fr(x) — f(x) при х е Gx.

Пусть Ят— некоторое множество сеточных функций из Е(х). Для Т- 
компактности семейства — {ЯД необходимо и достаточно, чтобы 1) се­
мейство ЗЯ было ^-ограничено, 2) семейство ЗЯ было т-равностепенно не­
прерывно по Л. А. Люстернику (см. (Д): для любого е > 0 найдется 6 > 
> 0 такое, что при т е(0, 8) шах | Ащт(х) | < е (Д4щ — первая разность 

vseo
их по х^.

Если вместо условия 2) выполнено условие 2') шах | Д^.^и-с (х) | 

<pCxk, k = 1,..., I + 1 (Дц... ikux — k-я разность ux), существует после­
довательность т„ 0 такая, что и (т.) Г-сходится к I раз непрерывно 
дифференцируемой функции и(х). (Об аналогичных результатах в прост­
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ранствах суммируемых функций см. (s), гл. 6.) Два других способа введе­
ния оператора Т(т) в разностных задачах — это уже упоминавшийся фак­
тор-метод и проекционные методы, когда ТДт) проектор.
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