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1. Доказательство универсальности компактов Мен­
ге р а. К. Менгер построил компакты М.гп, г < п, лежащие в эвклидовом 
пространстве Еп, dimA/r" = г, к предположил, что для любого г-мерного 
множества X с. Еп существует гомеоморфизм f: X -> Мтп (*). В этой 
статье задача Менгера решается в классе компактов.

Теорема 1. Для любого компакта К в Еп существует гомеоморфизм 
f: K-> Мгп, г = dim К.

Доказательство. 1) Согласно аппроксимационной теореме из (7), 
если dim К 49 п — 3, то для любого е > 0 существует гомеоморфизм /е: 
К-ХЕ\ р(1, /е) < б, такой, что Еп\/ДК) обладает свойством 1-ULC. 
2) Согласно основной теореме из (5,6), если dim К -Д п — 3 и Е" \К об­
ладает свойством 1-ULC, п 5, то dim К — dem К, где demA? означает раз­
мерность вложения компакта К в Еп (с). В дальнейшем мы будем пользо­
ваться двойственной размерностью вложения Dem К. В (в) доказано, что 
dem К = Dem К.

3) Условие Dem К = г необходимо и достаточно для того, чтобы суще­
ствовала изотопия Е”, переводящая К в Мгп, где г = dim К. Это утвержде­
ние доказывается в настоящей статье, см. и. 5.

Итак, если К — компакт в Еп. dim К = г 4? п — 3, га 5, то существу­
ет гомеоморфизм /: К-+Мгп. Случаи dim А? = п — 2, п — 1, рассмотрены 
Боте (4). Универсальность кривой Менгера Mts была доказана самим Мен­
ьером. В общем случае универсальность Мгп, 2г 4- 1 49 и, была доказана 
Лефшецом (2).

2. Построение компактов Менгера. Пусть Л/’1—правиль­
ный «-мерный куб в Е“. Через Мт, г п, обозначим его г-мерные грани, 
через Р1 (МД — объединение замкнутых r-мерных граней. Обозначим 
АДМД объединение центров в'сех (г + 1)-граией куба М“. Центры, лежа­
щие на противоположных (г + 1)-гранях каждого куба Мг+~, соединим 
прямолинейными отрезками и объединение таких отрезков по всем (r-j-2)- 
граням Мг+2 куба Мп обозначим А,(717”). Последовательно рассмотрим 
(г-f- /с)-ьрани Mr+k и точки множества А^-ДМ”), лежащие па противопо,- 
ложных (г + к— 1)-гранях куба d/r+/i, соединим прямолинейными отрез­
ками, параллельными соответствующему ребру куба Мг+к. Объединение та­
ких отрезков по в'сем (г + к) -граням куба М”обозначим {М }. По 
индукции определено множество М„_, (А/„), размерность которого равна 
п — г — 1.

Случаи г = п и г = —1 включаются в общую схему, при этом 
(Л7Я) = А и А„(Л7”) = Мп.
Полиэдр A„_r-i(d7’‘), однозначно определенный для куба Мп по числу 

г, —1 4б г с4 п, можно назвать двойст в ен иы м (га — г — 1)-ме р ны м 
остовом куба М\ Очевидно, что Рг (МД f) Ап~, _i (Л/п) = А.

Для построения компактов Мга куб Мп разбивается на 3” равных пра­
вильных куба гиперплоскостями, проведенными перпендикулярно соответ­
ствующим ребрам куба Мп. Объединение тех из этих кубов, которые не пе­
ресекаются с г-мерньтм остовом Рг (МД куба Мп обозначим Nn_r^_, (МД.

Очевидно, что Ап. г_1(Л7”)с N„-r~t (МД.
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Г. Построенные Зп куба называются кубами первого ранга. 
Объединение тех из них, которые пересекаются с Рг (Мп) обозначим М ”1.

2°. С каждым кубом первого ранга, входящим в состав М™ , проделы­
вается такая же операция; сумму всех выбранных кубов второго ранга обо­
значим М р 2, и т. д.

оо0. Получим убывающую последовательность замкнутых множеств? 
М" дэ М тэ М г 2 зэ .. .

оо
Компакт М- = р М" к является компактом Менгера (см. (')). 

6=1
Сумму всех г-мерных граней кубов *-го ранга, входящих в состав М?к, 

обозначим Phr(M"), Рот(Мп) = Рт(Мп)-, сумму всех двойственных (и — 
— г— 1)-мерных остовов кубов k-то ранга, входящих в состав M™k , обо­
значим 4„_T_i, k(AZ"), Ап-Г_1,0(Мп) = Ап-г-1(Мп); сумму всех кубов 
(к + 1)-го ранга, не вошедших в состав ft+1, но лежащих в , обозна­
чим 11А(АР), 7V„_г_а, 0(Л/71) = 2Vn_r_!(Мп). Имеем

4„._r_1>ft(d/n)cz2Vn_r_1,k(d-P), к = 0, 1, 2,... 
И7№1,к(ЛГ)ПЖп = Л, * = 0,1,2,...

3. Размерность вложения компактов Менгера.
Предложение 1. Для компакта Менгера M/‘c:Es, dem М А = 

= dim М,".
Доказательство. Очевидно, dim МА — г, откуда dem МА А: г. По­

кажем, что при любом г > 0 существует е-псевдоизотопия Еп на себя, не­
подвижная вне U(Л/г”, е), переводящая компакт МА на r-мерный полиэдр 
РР(М"), где к = *(е).

Пусть к — настолько большое число, что М^ъ состоит из кубов, диа­
метр которых меньше s/ п. Имеем U(МД, е) лэ М"k лэ Л7Г", где к — *(е). 
Пусть L"— некоторый куб, входящий в состав М?к . Рассмотрим опера­
ции выметания в кубе L" и в его гранях; центрами выметания являются 
центры граней (см. (6)). Так как центры кубов' Еп не принадлежат МА, 
мы можем вымести часть компакта МА, лежащую в LA, на д1А. Согласно 
конструкции множества Nn_r_.i(Ln), мы можем продолжать выметание по 
всем граням куба L", последовательно уменьшая размерность вплоть до 
граней размерности г -j- 1 включительно. Выметания согласованы, когда L" 
пробегает множество всех кубов, входящих в состав М 'r't, .

Так как диаметр каждого куба, входящего в состав меньше е / п,
то суперпозиция выметаний в1 остовах разбиения М*к , взятая в порядке 
убывания размерностей остовов, дает требуемую е-псевдоизотопию Еп на 
себя. Таким образом, dem М А г. _ _

4. Изотония компактов МА и МА- Через МА будем обозна­
чать компакт, получающийся точно таким же способом, как и компакт МА, 
но при построении мы отправляемся не от правильного куба Мп, а от про­
извольного «-параллелепипеда М\ и деление гиперплоскостями произво­
дим не на равные кубы, а на «-параллелепипеды более высокого ранга, 
максимальный диаметр которых стремится к нулю в процессе построения 
Jf при *-> оо, причем деление па параллелепипеды последующего ран­
га должно быть согласовано с делением па параллелепипеды предыдущего 
ранга, т. с. гиперплоскости предыдущего деления должны быть гиперпло­
скостями последующего деления,

м? = n M?'k.
4=1

Как и выше, определяются множества
Prk (Мп), An_r^k (Мп), Nn_r^,k(Mn), к = 1,2,...
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Предложение 2. /fycn> МраЕ" и M' сд Е". Существует изо* 
топия Еп на себя, неподвижная вне некоторого ограниченного открытого 
множества V, переводящая компакт Мгп на компакт Мгп.

Доказательство. Пусть Мл—параллелепипед, исходя из которого 
построен компакт Мгп, и Мг~'— некоторая его грань. Рассмотрим прямую 
I, проходящую через одномерное ребро параллелепипеда Мп, перпендику­
лярное выбранной грани M"~‘; на этой прямой I отметим канторовский 
компакт Л/Д, который получается, если отбрасывать из указанного ребра 
внутренности отрезков, покрывающихся образами отбрасываемых цент­
ральных параллелепипедов все более высокого ранга при ортогональном 
проектировании всего пространства Еп на прямую I.

Переведем компакт МД с помощью изотопии прямой I на себя на ком­
пакт МД (как-либо выбранный на прямой Z) неподвижно вне некоторого 
достаточно большого интервала.

Аналогичную изотопию произведем на всех_прямых I, перпендикуляр­
ных гиперплоскости Еп~\ проходящей через Мп~1; получим изотопию Е” 
на себя, неподвижную вне некоторых двух гиперплоскостей Е ”_l, I = 1, 2, 
параллельных Е"~1. _

Проделав аналогичные построения для всех ребер параллелепипеда Мп, 
выходящих из некоторой одной его вершины, рассмотрим суперпозицию 
всех построенных изотопий Еп на себя; получим изотопию Еп на себя, пе­
реводящую Мгп на МД Эту изотопию, как легко видеть, можно превратить 
в изотопию, неподвижную_вне некоторой ограниченной области V, не из­
меняя на области U, V хэ U.

5. Существование изотоппп Еп, переводящей задан­
ны и компакт в ком п акт М е н г е р а.

Теорема 2. Для компакта Кс.Еп, dim К=г, изотопия Ft'. 
Еп-^Еп, Ze [01], неподвижная вне некоторой ограниченной области 
V и такая, что ЕДК) с.Мг”, существует тогда и только тогда, когда 
Dem К ~ г.

Доказательство. а) Так как согласно предложению 1 
Dem Мтп — г, то из свойства инвариантности и монотонности размерности 
вложения и неравенств Dem К dim К (см. (Д) следует, что если ука­
занная изотопия существует, то Deni К = г. __

Ь) Пусть Мп — некоторый параллелепипед такой, что int Мп К.
1°. Рассмотрим полиэдр A„-r_1,0(Mn). Так как Dem К = г и 

dim(4„_r_i, ДМД ) — п — г— 1, то по любому fn > 0 существует щ-изо- 
топия Ft:l: Еп->-Еп, Ze [01], неподвижная вне U(К, еД и такая, что 
/’lil(A)n An_,—i, о(Л7”) — A; Ei выберем столь малым, чтобы U(K, еД а 
cz int (ЛТД.

Согласно условию Fi4 (АДД А 0 (Л/Д —Л, можно так выбрать раз­
биение параллелепипеда Мг- на параллелепипеды первого ранга, что 

о(ЛГДС1 А1,1(А) - - Л, поэтому будем иметь Fitl (К) с: int(A/"i).
2°. Рассмотрим полиэдр A„_r_i.i (Л/’“). Так как Dem Fltt (К) = г и 

dim (AK_r„i, 1 (Л/Д) - п - - г — 1, то по любому е2 > 0 существует е2-изо- 
топпя Ft, 2: Еп -+■ Е", t е [01], неподвижная вне и(Е\,ДК), е.Д) и такая, 
что Л,гА1,1(А)П А„_г-1, ДАР)—А; е2 выберем столь малым, чтобы 
С7(АМ(А), e2)c:int (Жд). Согласно условию F^.F^a (КД Д А,^ i (Мп) = 
= Л, можно так выбрать разбиение параллелепипеда Мп па параллелепи­
педы второго ранга, что A\-r-i i Д (А) = А, поэтому будем
иметь Fi2Ft i (К) cr int МтД и т. д.

оо°. Получим последовательность е^-пзотошпг Ft,k-. Zs[01],
так как числа еь, к = 1, 2, ... , выбираются независимо, то можно предпо­
лагать, что эта последовательность удовлетворяет условиям леммы 1 из 

(Д, поэтому в пределе при к-^оа получим е-пзотопию А(= JJ А(д, 
k=i
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оо
ie [01], неподвижную вне U(К, е), и такую, что /^(TQcz

a=i
____ о© ____

ст Мгп, где компакт М? — (] М™ к получился одновременно с построе- 
к=1

нием последовательности изотопий Л,ь t <=[01 ],_к = 1, 2,... , причем мы 
пользуемся тем, что выбор полиэдров 4n_r_i, к(2И"), к = 1, 2,... , в про­
цессе доказательства согласован с условием построения компакта Мгп, 
т. е. при делении куба Мп гиперплоскостями кубы более высокого ранга 
измельчаются. Далее применяем предложение 2.

Замечание 1. В работе (4) Боте получил условие, необходимое и 
достаточное, для того чтобы для компакта К, dimJf = г, существовал го­
меоморфизм Е" на себя, переводящий К в Л//; если же г = п — 1 или г = 
= п — 2, п =?= 3, то Боте доказывает, что такой гомеоморфизм существует 
всегда. Боте построил пример одномерного компакта К, гомеоморфного 
кривой Менгера М* в Е'\ для которого не существует гомеоморфизма Ел 
на себя, переводящего К в ЛЛ"; поэтому (в силу теоремы 2) dem К = 
= Dem К = 2, тогда как dim К — 1 (3).
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