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1. Хорошо известно (*),  что если в Х-линоало X структурные операции 
а(Х, X) непрерывны, то для всякого функционала / е X компонента в X, 
им порожденная, будет конечномерна. Отсюда следует, что в О'-липеале 
X о(X, X*)  -непрерывность структурных операций влечет конечномер­
ность пространства X. Из результатов на эту же тему (о связи порядковых 
свойств со слабой топологией) упомянем еще теоремы Гальперина — На­
кано (2) и Уолша (3), дающие характеристику дискретных 7+пространств.

Настоящая работа посвящена изучению тех связей между некоторыми 
порядковыми свойствами и топологиями о(Х, X) или а(Х, X). которые 
имеют место в любом Х-пространстве. Основными результатами являются 
теоремы 4.1 и 4.3.

2. Терминология и обозначен и я. Относительно терминоло­
гии, принятой в теории полуупорядоченных пространств, мы следуем мо­
нографии (4) за одним исключением: нормальный подлинеал А'-лппоала 
мы будем называть ради краткости идеалом.

Напомним, что если X— /у-линеал, то через Х(Х) обозначается Л’-про- 
страпство всех регулярных (вполне линейных) функционалов па X. Если 
X — XiV-лпнеал, то через X*  обозначается как обычно банахово сопряжен­
ное пространство. Норма в КХ-липеале X называется непрерывной, если 
в X выполнено следующее условие, обычно называемое условием (А): 
хп j 0 влечет I+J 0.

Напомним, что подмножество S 76-липеала X называется нормаль­
ным, если из того, что 0 + | у | + | х | и г л 5, следует, что у ge S.

Условимся, наконец, что, если векторные пространства Е. F находятся 
в двойственности (не предполагаемой отделимой) и S — подмножество в Е, 
то через o(E,F) = cl S будем обозначать замыкание множества S в топо­
логии a(E,F).

3. Ослабей непрерывности регулярных операторов. 
Пусть X — А-линеал, наделенный топологией о(Х, У), где У— идеал в X. 
При этом ради простоты будем считать, что У, а следовательно, и А то­
тально на X. Если U — регулярный оператор из X в X, причем | А| 7ЛХ 
(здесь Т — неотрицательное число, а 1Х обозначает тождественный опера­
тор на X), то легко показать, что U о(Х, У) —о(X, У)-непрерывен. 
В частности, в этих топологиях непрерывны операторы проектирования 
на компоненты в X (ср. с (5), th 28,3). Если теперь Xj—76-пространство 
с тотальным X, то, погружая X естественным образом в X, сразу получаем, 
что всякий регулярный оператор U из А' в X такой что |7.’| =+ 7Лх 
о(Х, X) —о (X, X) -непрерывен. В частности, в этих топологиях непреры­
вен оператор проектирования пространства X на компоненту в X. Если же 
Z— компонента в X, то уже из простых примеров следует, что оператор Р 
проектирования X на Z не обязан быть о(Х, X) —о(X, X)-непрерывным. 
Однако справедлива

Теорема 3.1. Пусть X — Ка-пространство, U^Hr(X,X), причем 
\и\^7Лх. _ !

Тогда U секвенциально непрерывен в топологиях о(Х, X) — <т(Х, X).



Доказательство теоремы основывается на известной теореме Гротенди­
ка— Андо, наиболее общая формулировка которой приведена в (6).

Замечание. Для Х-линеалов теорема 3.1 неверна.
4. Сохранение нормальности при слабом замыкании. 

Теоремы 4.1 и 4.2 были доказаны автором для Аа-пространств. В. А. Гей- 
лер упростил первоначальные доказательства и указал на возможность 
более общих формулировок.

Теорема 4.1. Пусть X — (г)-полный архимедов К-линеал и S — нор­
мальное подмножество в X.

Тогда замыкание множества S в топологии а(Х,Х) есть нормальное 
подмножество в X.

Теорема 4.2. Пусть X — К-линеал, Y —- идеал в X, тотальный на X, 
и S — нормальное подмножество в X.

Тогда замыкание множества S в топологии сг(Х, У) есть нормальное 
подмножество в X.

Замечание. Нетривиальность теорем 4.1 и 4.2 заключается в том, 
что множество S не предполагается выпуклым. Если же S нормально и вы­
пукло, то нормальность его замыкания в рассматриваемых топологиях сле­
дует из того, что поляра к нормальному множеству есть нормальное мно­
жество.

Непосредственным следствием этих двух теорем является
Теорема 4.2х. Пусть X — КвХ-пространство и S — нормальное под­

множество в X (в X*).
Тогда замыкание множества S в топологии о(Х, А'*)  (в о(Х*,  X)) есть 

нормальное подмножество.
Теорема 4.3. Пусть X — Ка-пространство и S — нормальное подмно­

жество в X.
Тогда о (X, X)-замыкание множества S+ совпадает с положительной 

частью о (X, X) -замыкания множества S, т. е. верно соотношение 
о(Х, X) =с1(6’+) = [о(Х, X) = clS]+. Здесь S+ = {/sS: />0}.

Ключом к доказательству теоремы 4.3 является редукция к случаю 
А0-пространства ограниченных элементов.

Из этих теорем вытекает ряд полезных следствий.
Следствие 4.4. В условиях теоремы 4.3 о(X, X)-замкнутость множе­

ства S равносильна о(Х, X) -замкнутости множества 5+.
Следствие 4.5. Пусть X — К-пространство, S — нормальное подмно­

жество в X и Y •— идеал в X.
Тогда о(Х, Y)-замкнутость множества S равносильна о(Х, Y^-замкну- 

тости множества S+.
Подчеркнем, что тотальность Y на X не предполагается.
Замечание. Нам неизвестно, остается ли справедливым утвержде­

ние предыдущего следствия, если предполагать, что У — идеал в X, в част­
ности, У = X. В некоторых случаях это удается доказать.

Следствие 4.6. Пусть X — KN-пространство с условием (А) и S — 
нормальное подмножество в X. Если S+ о (X, X*)  -замкнуто, то и S 
о(Х, X*)-замкнуто.

5. (D) -свойство. Пусть X — X-линеал, У — линейная подструктура 
в X, пе обязательно тотальная на X.

Определение 1. Пусть элементы х, xtl (к = 1, 2,...) из Х+ таковы, 
что х в топологии о(Х, У). Пусть е — некоторый элемент из Х+. Мат­
рицу натуральных чисел {ктп} будем называть (Ву)-системой сово­
купности (е, х. хк), если для всякого п =1,2,... есть
возрастающая до +оо подпоследовательность последовательности {Лт"}“=1 
и, кроме того, в X существуют

ип = о (X, У) = Нт пе /\ х . 
т-*х>

ю



Разумеется, элементы ип зависят от (Ду)-системы. Отметим, что тогда не­
обходимо О sA v„ f -Ц х.

Определение 2. Будем говорить, что в X вы полнено свойст­
во (Дг), если для любых e,x,xh (/с = 1, 2,...) из Х+ таких, что xh-+x 
в топологии а(Х, У), и для любой (Ду)-системы совокупности
(е,х,хТ) справедливо соотношение vn f (е)х. (Напомним, что (е)х обозна­
чает проекцию элемента х па компоненту, порожденную элементом е.)

Теорема 5.1. Пусть X — К-пространство, Y — идеал в X.
Тогда в X выполнено свойство (Ду).
Доказательство теоремы основывается на доказательстве анало­

гичной теоремы для абстрактных Д-пространств.
Следствие 5.2. Пусть X — KN-прост ранет во с тотальным X.
Тогда в (X, о(Х, X*))  выполнено свойство (Dx>).

* Напомним, что для нормированного пространства Е &ш*-замкнутость множе­
ства F из Е* означает, что пересечение множества F с любым кратным единичного 
шара пространства Е* замкнуто в топологии о(Е*, Е). Аналогично, G<E bw- 
замкнуто, если о(Е, Е*)-замкнуто пересечение G с любым кратным единичного шара 
пространства Е.

Теорема 5.3. Пусть X — Ка-пространство.
Тогда в (X, о(Х, X)) выполнено свойство (Dx).
Следствие 5.4. Пусть X — КаХ-пространство.
Тогда в (X*,  о(Х*,  X)) выполнено свойство (Dx).
6. Полученные результаты могут быть использованы, например, для 

доказательства следующих теорем, которые мы формулируем не в самом 
общем виде.

Теорема 6.1. Пусть X — интервалъно полное KN-пространство и S — 
нормальное выпуклое подмножество в X*.

Тогда bw* -замкнутость*  множества S влечет его о(X* , X)-замкну­
тость.

Теорема 6.2. Пусть X — KN -пр о ст ранет в о с условием (А), являю­
щееся фундаментом в Д[0, 1]. Пусть S — нормальное bw-замкнутое под­
множество в X такое, что S, рассматриваемое в L, относительно u(L,L*)  
компактно.

Тогда S а(X, X*) -замкнуто в X.
В заключение выражаю благодарность проф. Б. 3. Вулиху за по­

стоянное внимание к работе и помощь при оформлении статьи.
Ленинградский государственный университет Поступило

им. А. А. Жданова 14 V 1971
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