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(Представлено академиком В. С. Владимировым 7 VI 1971)

Пусть Е„. — «-мерное эвклидово пространство точек х = (xh . . . , х„) 
п й cz Е— произвольное открытое множество. Функция f(x) eCf(Q), 
г = 0, 1, 2,. .. , если в Й существуют и непрерывны частные пропзвод- 

&1+... т£ .1 * /
ные D f —---------- у , | к | = ki + . .. + кп ей г, и конечна норма

. д:с)-‘
max sup I Dkf(x)\. (1)

Во многих вопросах приходится рассматривать наряду с прострапст- 
вамп С’ (й) пространства, представляющие собой замыкание множества 
С0“(Й) бесконечно дифференцируемых финитных в й функций по норме 
(1). Известно, что если Q— ограниченная область с достаточно «хоро
шей» границей, то эти пространства совпадают с пространством Cr (й) 
функций } ес Ст (й), для которых для любых х е Г

lirn Dkf{y) - 0, \к\<^г. (2)

Следуя рассуждениям Г. Г. Казаряна (2), для весьма широкого класса 
областей Й (допускающих «локальный сдвиг») можно получить следую
щее утверждение: если

Ф (х) |/И,
i 0, (3)

то функцию /(.г) можно приблизить сколь угодно точно функциями из 
(^(Q). В (2) модифицируется метод аппроксимации функции ее усред
нениями со сдвигом, использованный Э. Гальярдо (‘).

Ниже мы приведем результаты, из которых следует, в частности, что 
замыкание множества С0“(й) в метрике (1) совпадает с пространством
Cr (й) для произвольного ограниченного открытого множества. 

Обозначим, как обычно, через й6 совокупность тех х е й, которые 
отстоят от границы Г(й) более, чем на б.

Теорема 1. Пусть й— произвольное открытое множество. Для лю
бого б > 0 для f е Cr (Й) П С’ -1 (Q)

Ш^^^тах!! Dkfl
(4)

Константа в неравенстве (4) точная в том смысле, что для любых рас
сматриваемых г, п и 5

ll/llc(0-ns)
SUP sup --------- :------------- — --- Г— ♦
я max \\Dkj |[ С(П-я5->



Следствие. Пусть Q — ограниченное открытое множество и d—его 
диаметр. Если / = С‘ (й) Cr~' (Й), то

[«[—Г

Лемма 1. Если f^Cr(Q), где £2 — произвольное открытое множест
во, то справедливо (3).

Лемма 2. Пусть /еС'(й). где й— ограниченное открытое множе
ство, тогда для Z = 0, 1,.. . ,г при б 0

Теорема 2. Пусть f^.Cr(Q), где й— произвольное открытое мно
жество в Еп. Для того чтобы существовала такая последовательность <ps, 
что 

Фз е с (Q), Нт |) / - ф8 ||сГ = 0,
S—>оо

(5)

необходимо и достаточно, чтобы f Сг (Й) и в случае неограниченного 
открытого множества

lim Dkf (у) = 0, |А|^г.

При доказательстве достаточности последовательность ф, строится 
следующим образом: (рДх) = ft/Дх), где

^9.8

(здесь w(z) е С“ (Еп), co(z) = 0 при | z | 1, J w(z)dz = 1).
Еп

Вопрос о возможности приближения с любой степенью точности функ
ции /е(7(Й) бесконечно дифференцируемыми финитными функциями 
тесно связан с вопросом о возможности продолжения функции /еСг(й) 
нулем на Еп—й с сохранением дифференциальных свойств. Из (5} 
следует (3). Обратное, вообще говоря, неверно. Например, пусть й есть 
куб < 1}, из которого выброшена часть плоскости хп = 0, 0

х,< 1, i — i,...,n — 1, a f(x)=xnp(x), где р(ж) — бесконечно 
дифференцируемая функция, равная 1 при |х,| < ‘/2, i= 1,... ,п, и рав
ная 0, если хотя бы для одного i |х,| > Д.- Очевидно, что Ф(ж) е 
<^.Ст(Еп), но (5) не выполняется, так как /еСг(2). Однако при неко
торых дополнительных предположениях относительно Й условие (3) яв
ляется достаточным для справедливости (5).

Теорема 3. Пусть Й— ограниченное открытое множество, удовлет
воряющее условию

Г(Й)=Г(Й), (6)
и fe^Cr(Sl).

Тогда условия (3) и (5) эквивалентны.
Необходимые и достаточные условия на /eC'(Q), при которых вы

полняется (5), можно сформулировать в терминах продолжения на 
Еп — й ив случае произвольного ограниченного открытого множества й.

Теорема 4. Пусть й—'ограниченное открытое множество и 
f^Cr(Q). Для того чтобы выполнялось (5), необходимо и достаточно, 
чтобы для любого к, | к | с-Ф г,



Теоремы 3 и 4 для неограниченных открытых множеств неверны.
В заключение мы приведем необходимые и достаточные условия на й, 

при которых условия (3) и (5) эквивалентны для любых / е Сг (й). Для 
этого нам потребуется ввести следующие определения. Пусть G — неко
торое непустое множество в Еп. Для х е G обозначим через Кх множест
во тех единичных векторов, которые являются частичными пределами 
функции (у — z) / \у — z\ при у, z-^-x, у, z^G. Далее через Lx обозна
чим подпространство, натянутое на векторы из Кх. Назовем подпростран
ство

Мх = -}- lim Ly
11—>х 
veG

касательн ым подпространством к множеству G в точке х 
и положим

пх = dim Мх.

Если для любого х ее G пх = т, будем говорить, что множество G 
имеет «равномерную размерность» т\ dim* G = т (такое определение 

.существенно отличается от общепринятых определений размерности, при
веденных, например, в (3)).

Теорема 5. Пусть QczEn— открытое множество. Для того чтобы 
для любой функции /еС"(й) условие (3) было эквивалентно условию 
(5), необходимо и достаточно, чтобы множество й было ограниченным и

dim* (Еп— й) — п. (7)

При доказательстве необходимости в теореме 5 существенно исполь
зуется теорема Уитни о продолжении (4).

Приведем еще характерный пример множества й, для которого выпол
няется (7), но не выполняется (6). Пусть S— совершенное нигде неплот
ное множество на отрезке [—V2, !/г] 5 в качестве Й можно взять множе
ство К — (S X S X .. .X S), К — единичный открытый шар в Еп.

п
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