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Матрицу среднеквадратичных амплитуд 2, введенную Сивппым (вся 
литература по этому вопросу содержится в (*)), можно записать в виде

£ = S «71 cth 5- (i)
i=i

где со/ — круговая частота 1-го нормального колебания; q^ — нормирован
ная столбцовая матрица, описывающая форму этого колебания; п — число 
нормальных колебаний. Нормированные должны удовлетворять усло
виям

= б3( (/, Z = 1, 2,. .. , га), (2)

где в случае независимых координат (которые только и будут использо
ваны здесь)

р« = ТЛ®. (3)

(Т’з — симметрическая матрица кинетической энергии в координатах <?). 
Используя полученное в (2) соотношение

= (2coz)-1?(^«, (4)

где U — симметрическая матрица силовых коэффициентов и,, (матрица по
тенциальной энергии), и выражение для колебательной части молярной 
свободной энергии (в гармоническом приближении)

/'’кол = N 2 [-jT- + кТ Ь (1 — exp (— Йюг (kT)}j
(5)

(N — число Авогадро), получим, прежде всего, любопытное соотношение, 
выражающее 2 через производную от Акол по U, а именно:

2 =
2 ^кол
N dU (6)

(см. также (3, 4)).
Установим теперь связь между матрицей 2 и матрицей колебаний 

W = Tq~~lU. Из известного соотношения

WL = LA, (7)

в котором L = • qm : ... • g(n)|| и А = ЦсоЛбгД! (?, j = 1, 2,..., га),
следует

W = LAL-1. (8)
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Далее, иа основании (2) L~l = ||р<Р • ; ... • р^\\, а потому (8) можно
записать в виде

п п
ту = 3 <№1)pw = S (9)

i=i 1=1
где, очевидно,

Z; = g«p(') (1 = 1,2,..., п). (Ю)
Матрицы Zi называются компонентами матрицы И7 (5). При их помо

щи можно определить любую функцию от матрицы W, а именно, если 
f(x) — произвольная функция от х, то

п

Ж) = (11)
z=i

Отметим попутно, что
7U£m = Ziblm. (12)

(это следует из (2));
п
^Zt = E, (13)
i=i

где Е — единичная матрица (это следует из (11)).
Помножив (1) справа на матрицу Tq и учитывая (3), получим

й ЙГГ'А
^Tq = (14)

Далее, так как Uq^ = т2Т9д^ = co/pW, то помножив (1) справа на мат
рицу U,получим

ЕП^АтУЛсЬЬ^. (15)

Равенства (14) и (15) устанавливают искомую связь между матрицами 
2 и W. Поскольку Е7\ и LU являются функциями от W и Т, то любая 
функция ср(S7\, LU, ТУ) также является функцией от ТУ и Т. Поэтому лю
бые такие функции, во-первых, перестановочны и, во-вторых, имеют те же 
собственные столбцы q^ (1 = 1, 2,. . . , п), что и ТУ, причем собственным 
числом функции q>(LTq, LU, ТУ), соответствующим ее собственному столб- 

/ й _1 й „ \
цу q’ \ является ф I-у <аг cth сог cth , «ц I. Различные урав
нения, полученные Сивиным и другими (см., например, (*)) являются 
частными результатами, вытекающими из указанного обстоятельства. 
Рассмотрим еще некоторые следствия из него.

Из (14) и (15) непосредственно следует

Е U L Тд = Е Tq LU = J cth2 . (16)

При T = 0 из (14), (15) и (16) получается, соответственно,

£0= ~w-'bT-\ (14а)

(15а)

L0UL0Tq = L0TqL0U = /Р 1 4. (16а)
Записав (15) в виде

Er-M'gyih»!) (156)
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и воспользовавшись известным (6) разложением х ctli х в ряд по степе
ням х, получим справедливое при условии

равенство
(Й(Отах / 2кТ) < Л

СО
LU = кТ^Е + Z (-1)8"1

S=1

в r2s ____ s_____  
(2s)< (kT)2s

1ES)

(17)

(18)

(Bs — числа Бернулли), откуда следует известное выражение для 2 (*)

Я*
720 (кту (19)

Вычисляя производную от обеих частей (14) по Т, найдем, 
(16),

используя

(20)

откуда
дХ _ 1 v тт у К2
дТ ~ кТ2^ 4№ 9 ‘ (21)

Путем повторного дифференцирования можно из (21) получить любые 
высшие производные от 2 ио Т.

Теперь можно снова вернуться к связи среднеквадратичных амплитуд 
с силовыми коэффициентами. Равенства (16а) и (21) позволяют устано 
вить непосредственную связь между этими величинами

(22)

U = 2^ + (23)

Приближенная связь между этими величинами (см. (*)) может быть по
лучена из (19) и, при достаточно высокой температуре, записана в виде 

и^кТ^Е + ^Т-^у (24)

Формулы (22) — (24) можно было бы использовать для приближен
ного непосредственного вычисления силовых коэффициентов, если воз
можно определение всех элементов матрицы 2 при различных температу
рах с достаточной точностью из эксперимента. Если были бы известны все 
элементы матрицы 2 при одной температуре, то матрицу U (*) можно 
было бы получить, найдя нужным образом нормированные собственные 
столбцы <?(г) матрицы 27\, составив из них матрицу L и воспользовавшись 
вытекающим из (8) соотношением

U = L-lXL~l (25)

(при этом в принципе частоты также могут быть получены из собствен
ных чисел матрицы 2Tq).

Указанные до сих пор возможные способы вычисления матрицы U 
требуют, по крайней мере, экспериментального определения с достаточной 
точностью всех элементов матрицы 2. Молено, однако, указать теоретиче
ски возможный способ вычисления матрицы U, исходя из достаточно точ
но определенных экспериментальных значений только всех диагональных 
элементов матрицы 2. Действительно, если известны значеппя всех п диа
гональных элементов матрицы 2 при п различных температурах, то при 
условии, что частоты всех нормальных колебаний также достаточно точно

WT-r+ .. .).

U = кк v-nr—iv—i.
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известны, (1) позволяет вычислить \дР} |z. Тем самым оказываются извест
ными абсолютные величины элементов матрицы L. Знаки этих элементов 
определяются тем, что должны выполняться все условия (2) и вытекаю
щие из них условия T4'l2LLTq'12 = Е. Матрица U вычисляется затем по фор
муле (25). При наличии вырождения расчет, конечно, усложняется, но это 
не принципиально.

Быть может, дальнейшее развитие электронографического эксперимен
та позволит серьезно подумать о практическом использовании указанной 
принципиальной возможности вычисления матрицы U, по крайней мере, 
для не очень больших молекул. При этом следует, конечно, иметь в виду 
также и то, что все изложенное здесь справедливо при условии достаточ
ности гармонического приближения.
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