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ОБ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
(Представлено академиком В. И. Смирновым 14 IX 1910)

Настоящая заметка посвящена в основном изучению асимптотиче
ского поведения при решений дифференциального уравнения

г-1
L (t, Dt) и == D\u + 3 «г-/ (0 Dtu (0 = 0, Dt = -i- ,

j=0

с неограниченными операторными коэффициентами.
1°. Пусть Bo^> В,^... гэ В, — банаховы пространства с нормами 

|и0| |гг|1 ... |u|i, ггеВ|. Предположим, что вложение Bj+l cz Bj
компактно, j = 0,.... I — 1, и что Bi плотно в Btl. Через В обозначим пря
мое произведение I сомножителей, В = Во X Во X ... X Во с нормой

I В [в ~ 2 | ^1 1о» В = ... llj GE Bq.
;-i

Пусть А — замкнутый оператор, действующий в В, с областью опре
деления Т)(А) = {U = (и,!,..., Ui), Ui^Bi, Bo, 1 'S; / I — 1}. 
Предположим, что спектр оператора А состоит из нормальных собствен
ных значений, расположенных внутри множества Е, которое является 
объединением круга |Х| Хй и двойною угла |±л/2—argA| < б, 
0 < б < л / 2. Пусть для решения U уравнения (А — A) U = F, F = 
= (А,..., fi), F е В, справедлива оценка

i i-i i
3 |*1’Ыг-? + 2 (1)

Q=0 3=1 7=1
Введем ломаные линии Г* (у), состоящие из общего горизонтального 

звена, проходящего через точку k = iy, Imy;=0, и наклонных звеньев, 
параллельных сторонам угла |±л/2— argX| <6; контур Г+(у)(Г~(у)) 
содержит внутри себя часть Е, лежащую в полуплоскости Im А, у 
(Iin/. ^y). Оба контура ориентированы так, что направление горизон
тального звена совпадает с направлением оси х. Пусть Im А = yk, к — 0, 
±1,..., ук < Тл+1,— все горизонтальные прямые, на каждой из которых 
лежит хотя бы одно собственное число оператора А. Допустим у*-! < у < 
< ук и введем фундаментальное решение V{M (t) оператора Dt — А,

у(Ю (t) = _ А_ J А'ДА-^-^при^О (2<0). (2)

Г+ (т) (Г- (7))
Введем несколько пространств функций, заданных на оси —00 < t < 

<-{-оо. Через С™- “ обозначим пространство функций u(t) с нормой
m

II w II (С”’*) = 3 max I D1 (е^и (£)) |0 + max | Дг (£>Г («)); t, х) |0 • 11 — х |
Q=0 Х

где m — целое, m 0, у—вещественное число, 0 < а < 1, А1(р(2); 
t, х) = v(t) — v(x). Пространство Суд наделено нормой

г 8-1
IIи (О IK^Y, г) = 2 max I (е^и (£)) |г_д + 3 max I (eY'w (0) 1г +

<3=0 ( г=0 1
I

+ 2 тах I Д1 (-D(+s (е^гз (£)); t, х) \i_q\t — х ha.
q — о x

Через обозначим пространство вектор-функций F (t) = (/i(i),...
..., fi(t)) с нормой
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i
\\F\\{ET)= *>0,

p=i
Пространство ЕкД вектор-функций U(t) = (щ(£),..., u,(Z))

1-1

|| U || (E^) = || щ (t) || (C?;?) + 2 К (О II (£Г'“)•
2?=1

.$ — целое.

имеет норму

2°. Пусть /(Z) — функция, заданная на оси —оо < t < ф-оо. Положим 

Д; (Л Г, t, г) = eytf (£) — c'!:'f (х) — (e™f (ж)) (t — х) —

(t — x)i~i

(i -1)! •
Теорема 1. Предположим, что оператор А удовлетворяет условиям 

пункта 1°, у у,„ к = 0, ±1,..., 0 < а < 1. Тогда уравнение

DtU(t) — AU(t) = F(t), -оо < t < +оо, (3)
имеет единственное решение U (I) е при любой F(t) IA J-\\

\\U(t)\\(Eŝ ^C\\F(t)\\(ErY,
для решения U(x) = {иДх),..., иДх)} справедлива формула

I +ОО р +ОС
мр(ж)= 2 5 е — 0е_7'Д2-р(/>т; t, х) <п + 2 5 (•/■ —

i—p+l -оо 2=1 -ОО

-2 2£<<■"/>«), /.= 1,2...... 1.
J=P+1Q=O

Здесь через RPj(n) обозначены, операторы — элементы квадратных
I X 1-матриц KW(t) и R(k) = (Л — X)-1.

Отметим, что теоремам существования и единственности решений 
операторных уравнений вида (3), для которых корректна задача Коши, 
посвящены многочисленные исследования, см. (2), Без предположения о 
корректности задачи Коши теорема о существовании и единственности 
решения для уравнения (3) при F(t) G в иных пространствах и дру
гим методом доказана в (3); через G здесь обозначено подпространство, 
на котором резольвента допускает оценку ЦТ? (z.)F|| с(1 + | X |) _1||7?||,
а К меняется вне некоторого угла, содержащего спектр А.

Пусть а,,..., а; — замкнутые операторы в В,. D (а.) = B,^D (аД, 
1 sE / I— 1. Предположим, что выполнены следующие условия:
1) | а#|о с | и |} для и е В,, 1 Z; 2) оператор щ имеет обратный
аг1, определенный на всем пространстве Во, причем \а~Ф|/ с|р|о, 
е 50; 3) спектр операторного пучка ЦК) = 2J + ф- ... ф- а;, опре
деленного на Bi, содержит лишь нормальные собственные значения, ко
торые лежат внутри множества Е (см. и. 1°); справедливо неравенство

i
2 | Т | и |;_g с | L (X) и |0, и ЕЕ Bi, X ЕЕ Е.
q=0

Теорема 2. Пусть ImX = уй, к — 0, ±1,..., yJt_i < у;1,— все гори
зонтальные прямые, каждая из которых содержит хотя бы одно собствен
ное число пучка ЦК)', и пусть у =У= ук. Тогда уравнение L(Dt)u. = f(t), 
— оо <; t <L ф-°°, имеется единственное решение u(t) ееСДц при любой 
f(t) е Cy+s—1, “. Для решения справедлива формула

и (т) = ^W(x-t)f (i) dt, W(t) = ~ § eiML (X) dK

— OO — OO-HY
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Теоремы 1 и 2 применяются при исследовании асимптотики решений 
уравнений с переменными операторными коэффициентами,

3°. Рассмотрим уравнение
Z-1

L (t, Dt) и = Dltu Щ (Z) D\u (f) = 0, t > T. (4)
з=о

Предположим, что aj(Z) являются замкнутыми операторами в Во,
2)(щ(7) ) Э В. при 1 5=: / I и при всех 1>• Т. Кроме того, подчиним 
щ(7) условиям

1) |Z>tAaj(£)iz|о ew(Z) |п|г-, 1 I, 0 к «С 2Z + s — /, где не
^Bi, ew(Z)->0 при Z-^+oo, если 1 ’ ' j :-4 I, 1 2Z + s —
а функции eM(Z) ограниченные; s целое, s 0;

2) | (n^+s_Jay (Z + h) — D^aj (Z)) |0 < e (T) h'J- | и |;, и = B:. t^T, h> 
> 0, причем e (Г) —0 при 7’-^4-oo;

3) J eftJ-(Z)dZ<oo, 1<A<Z + 1—j;

4) операторы а, = аДоо) обладают свойствами, описанными в п. 2°.
Обозначим через ВТ,.... В* пространства, сопряженные с 50,..., Bi 

соответственно. Пусть В и В* приведены в двойственность с помощью 
таких билинейных форм ср. что справедливы компактные вложения 
/>’ 1 с : /> , причем | и | "С |n|i+I, 0 7 Z— 1 (нормы в В* обозначаем,
как нормы в В;, всегда ясно, о каких пространствах идет речь.)

5) Операторы а/,.... а*, сопряженные с операторами щ,..., щ та
ковы: a) D (а‘) £= В*, D (аТ) £= D (а*), 1 -<4 7-С Z—1; Ь) |щ*п|0

c\u\j,u ^D(aT);
6) D (a* (Z)) Э D (а,*) при всех Z > Т, j = 1,..., I — 1, и для них вы

полнены условия, аналогичные условиям 1) —4).
Теорема 3. Пусть выполнены требования 1)—В) и пусть u.(t) — 

решение уравнения (4) такое, что rlr(t)u(t) yft-i < у < \и; через
Т)т (z) обозначена гладкая функция, равная единице при t Т + 1 и нулю 
при Z Т, причем 0 4) T)r(Z) 1- Предположим, что на прямой Im А = 
= уй расположено лишь одно простое собственное число Ао предельного 
пучка Z(A). Тогда верна формула

t
и (Z) = exp (i А (.?) cZs) (с<р + R (Z)}, 

т
где через ф обозначен собственный вектор пучка В (К), отвечающий соб
ственному значению Ао. | ф 10 = 1; k(t) —простое собственное число пучка 
L(t, А) = 7/+ A'_1ai(Z) + . .. + n;(Z), A(Z)-^A0 при Z-^+oo;

«-1 i
s | DrtR (z) |f + S I Di+S/i (C k? =0 w nPu * - 30■

r=0 <?=o

Для уравнений первого порядка аналогичная теорема доказана в (4). 
В случае, когда пространства В, гильбертовы, а в качестве пространств 
функций на осп используются некоторые пространства с интегральными 
нормами, для уравнений произвольного порядка соответствующая теоре
ма сформулирована в (!). Там же приведены асимптотические ряды для 
решений в предположении, что на прямой Im А = уд лежит лишь одно 
простое собственное число предельного пучка Л (А).

4°. Теперь откажемся от предположения о простоте собственного 
значения, но потребуем более регулярного, чем в теореме 3 поведения 
операторов а>(ф) при Z-^-f-oo. Пусть операторы щ(7) допускают пред
ставления

m

ai (Z) = 2 a^t -f- ац m (Z), 1 4Z 7" Z, (5)
k-=o
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причем выполнены условия
1) D{ajk) Э D(at), D(a,j, D(at) 1 sT j I, 0 sC к т, t > Т;
2) | ajhv | о с | v | ;, v е D (ai);
3) | 7ОДт+1 (0 v |о < с | v\jf <m+1), р = 0,1, 21 + s — j;
4) i (ОД5'’аЛт+1 (0 — -O?!+s_' а,-, т+1 (t + Л)) v |0 < chat~ <m+1> | v |у;
5) операторы aj0 подчинены условиям пункта 2);
6) условиям, аналогичным 1)—5), удовлетворяют и операторы а#*, 

а>, m+i (t), сопряженные c о#, a;, m+i (О соответственно.
Следующие три предположения—7), 8) и 9) —не вызваны ни су

ществом дела, ни методом и вводятся лишт, для простоты описаний. До
бавления, которые надо внести, отказавшись от этих предположений, свя
заны с исследованием системы обыкновенных дифференциальных урав
нений и получаются применением хорошо известных результатов анали
тической теории (см., например, (5), гл. IV, V).

7) На прямой расположено лишь одно собственное число
Zo предельного пучка L (2.);

8) числу Хп отвечает единственный собственный вектор ф] пучка 
L(X) и цепочка присоединенных ф2,..., Ф„ (определения см. (6), 
стр. 324).

Учитывая формулы (5), представим пучок L (t, X) в виде
L(t, 2„) = ОД + П'ЬДк) + ... + ГОД(Х) +Lm+i(t, Z).

Пусть ф— собственный вектор пучка /,* (2.), сопряженного с пучком 
L (X), отвечающий собственному числу Ло.

9) (L, (Х0)ф, ф) =£ 0, р," = (L, (2.о)ф, ф), 1 j и; Im щ < Im щ, 
к = 2,..., п.

Теорема 4. Пусть выполнены условия I)—9). Предположим, что 
u(t)—решение уравнения (4) , причем гц (l)u(i) е С’ “, уй-1 < у < у*. 
Пусть еще тте > 1. Тогда
u(t)= С exp (ikot+ikiTn-1'>ln Д-...+ гУп_Д1/п) taC [а11ф1-Ца21ф1+а22ф2)/-1/п-|-.--

тип

•••+ К1Ф1 + •••+ <WPnH" (n'1)/n + S 4- R (t)].
к=п

Здесь 2ц,..., 2,„_1, а, а,, — постоянные, а фй — векторы, фй е В,; те и дру
гие определяются в результате конечного числа алгебраических операций. 
Через С обозначена постоянная, зависящая от решения и. Для остатка 
R(t) справедливо неравенство

так что, в частности, |Z?(i) | ( = О(£_("гп+1> / п).
Методом, близким к использованному при доказательстве теорем 3 и 

4, исследуется асимптотика решении уравнения вида
Z-1

L (t, е, D.) и = elDltu Ц- 2 ^ai-i (^> е) D'tu = 0, I )> Т,
;=о

при е—>-0 или при f/s^-H-oo. При этом на коэффициенты налагаются 
аналогичные ограничения, которые должны выполняться равномерно от
носительно е.
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