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1. Пусть Т — аналитическое отображение окрестности точки О плос
кости, сохраняющее площадь и оставляющее О на месте. Т называется 
отображением общего эллиптического типа, если его ли
нейная часть в точке О есть поворот и если в его нормальной форме в 
смысле Биркгофа 2):

С[/ = ф 4“ Ио 4~ COjT 4- • • •, т = т,
коэффициент сщ 0 (здесь ф, т — полярные координаты).

Бпркгофом поставлена следующая проблема (’, 4): будет ли непод
вижная точка устойчива, если Т — преобразование общего эллиптическо
го типа? Положительный ответ на этот вопрос был впервые дан В. И. Ар
нольдом в (5)- Ю. Мозер показал, что условие аналитичности можно за
менить достаточно большой гладкостью (6). В настоящей работе рас
сматривается обобщение результата В. И. Арнольда на случай, когда 
вместо окрестности неподвижной точки речь идет об окрестности полу
траектории.

2. Пусть А — аналитическое отображение плоскости, сохраняющее 
площадь. Пусть

Т = {(Ро- ?«), (Р1, ?<),•••, {Рп, ?„),..•}

— полутраектория А, т. е. А (/?,-, q{) = (р;+1, gi+1)-
Введем последовательность преобразований А,, с помощью следующе

го условия: для любой точки Р = (р, q) такой, что

р— (р„ qf) s[’: = {р, q: max(|p|, |g|) e0},
A(p, g) = (Pai- Qi+d +Ai+l(p — ph q — qt)

(e0 > 0, сложение точек покоординатное).
Из определения следует, что при всех i At — аналитическое отобра

жение окрестности нуля, сохраняющее площадь, и нуль — неподвижная 
точка.

Будем говорить, что отображение А в окрестности полутраектории у 
удовлетворяет условию (М), если:

1) при I = 1, 2,... А. определено в комплексной окрестности U^* —
— {р, q: max(|p|, |g|) е0}. В окрестности Uc* последовательность
преобразований At сходится к аналитическому преобразованию 
А „о (р, д) — lim At (р, q), причем

I—>ое

сю

2 sup J Ai+1(p, q) — Ai(p, g)|< oo;
i=1 P.

2) A,— преобразование общего эллиптического типа (из определения 
А„ следует, что оно сохраняет площадь);
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3) если 
зования /1»

'00

Л = е’“°, Л — собственные значения линейной части преобра- 
в нуле, то

со0 2лт / п, т = О, ±1,..., ±n; п — 1, 2,..., 262.
Теорема 1 (основная). Если преобразование А в окрестности полу

траектории у удовлетворяет условию (М), то у устойчива по Ляпунову.
В частном случае, когда все преобразования At в условии (М) совпа

дают, теорема 1 есть следствие теоремы В. И. Арнольда (5).
3. Решающую роль в доказательстве теоремы 1 играет теорема 2. 

Прежде чем ее формулировать, введем обозначения. Для функций вида 
/(лГ1,..., xh), g(xt,..., xk', п), определенных в области (xi,..., xk) е G, 
л = 1, 2,..., введем нормы

/]о = sup |/|,
(Xt,..., Xfe'CLG

II ё JI | S (^T? • • • ? 1) |o i | У (^li • • • t i 1) У (^T? • • •» 0 Io-
i=l

Далее, если U — область в комплексном пространстве, то Re U — пересе
чение U с вещественным пространством, mes й обозначает лебегову 
меру Re й.

Теорема 2. Рассмотрим канонический по переменным х, у диффео
морфизм А(х, у, п), п = 1,2,..., имеющий вид

г . 9S , , . , dS , , .
х А- (а> У > ^)> У У ' уут У ’

ху' -J- S (х, у', п) — производящая функция. Предположим, что
1) А определен в области F: jlmru] cr, y^G, причем Re б? — связ

ное множество: А действителен при действительных значениях аргу

1Ш| < 02, 0 < 01 < 1 < 02 < оо; _
п , d2S dT . , .при действительных у знак (у , п) не зависит от

е < !/2. б'-'« < (732)2е2, о > 616,z«, (у/« < 8;4( | со | + 2) -4.
02) такое, что если

ментов-,
2) функция S (х, у', п) = S (у', п) + S (х, у', п) аналитична в области 

| Im х\ о, у' ^G; S(x + 2л, у', п) = 5 (х, у', п); ^5 dx = 0; ||5|| < 6, 

где 6 > 0;
dS3) при п = 1, 2,... отображение Т (у’, п) : (у', «) —диф

феоморфизм области G; T(G, п) Э Q = {и: | Re (со—65) | < е, | Im со | < 
< е}, где Im со — 0; Т (Re G, п) Э Re Й; 0t | dT / dy' | бг; \\dT / dy'\\ «С

02;

4)
у', п-,

5) .............................
Тогда для любого z > О существует fil,= 6°(z, 0!, 

д б°, то _
1) существует разложение Re й = Й1 + й2, где Й = {со: |Re(co— 

— со) | 0,5е, | Im со | 0,5е} S й, что й1 — замкнутое совершенное 
множество, a mes Й2 ех;

2) для любых со е й’, п в области ReF существует замкнутая кривая, 
задаваемая уравнением у ~ty(x, со, п) и инвариантная относительно пре
образования А (х, у, п)-,

d2S
3) функция ф (х, со, п) монотонно возрастает по со, если (у', п) А> О 

(из условий 3), 4) следует, что она всегда знакопостоянна) и монотонно
d2Sубывает по со, если (у', п) 0;
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4) Ill’ll < 00, Iф (x, co, n)—T~'(a, n) [ < z, где T~l°T—тождествен
ное отображение;

5) для любых (Di, (о2 Q‘ cdi < co2 при n = 1, 2,..., I (01 — co21 — 
—20z|4(^, <oi, n)—4'(x, <o2, га) I + mes A(coi, co2), где A(coi, co2) = й2 П 
П [<0i, СО2].

Эта теорема применяется к некоторым задачам классической механи
ки. Например, с ее помощью можно доказать существование множества 
положительной меры траекторий, разгоняющихся по скорости до беско
нечности, при столкновениях упругого шарика и бесконечно тяжелой 
плиты, которая движется по периодическому закону (7).

Инвариантные кривые y — ty(x, со, п) в теореме 2 строятся методом 
последовательных приближений ньютоновского типа, что аналогично 
(3_6), при этом со оказывается числом вращения преобразования, индуци
рованного преобразованием А (х, у, п) на кривой у = (х, со, п). Однако
в отличие от этих работ здесь ньютоновский процесс проводится относи
тельно нормы || • || (во всех известных автору случаях ньютоновские при
ближения строятся для нормы sup | /1). Это позволяет доказать утвержде
ние 4) теоремы 2. Доказательство утверждений 1), 3), 5) основано на 
детальном изучении множества инвариантных кривых преобразования 
А (х, у, п) при каждом п.
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