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МЕРЫ НА ТОПОЛОГИЧЕСКИХ БУЛЕВЫХ КОЛЬЦАХ

(Представлено академиком А. Д. Александровым 10 VI 1971)

В заметке рассматриваются меры, являющиеся аддитивными непре­
рывными отображениями топологических булевых колец в топологические- 
абелевы полугруппы. Формулируются теоремы о суммировании и продол­
жении таких мер. Описываются некоторые частные случаи.

1. Определение меры. Условимся говорить, что полугруппа 
(G, +) и топология ТГ для множества G образуют топологическую полу­
группу (G, +, .У), если и только если для каждого элемента b ^G пере­
носы х—>-х-[- Ь, х—множества G непрерывны. Будем называть то­
пологическую полугруппу (G, +, У") топологической группой, 
если и только если полугруппа (G, -f-) является группой и симметрия 
х —>—х множества G непрерывна. Скажем, что кольцо (4, Д-, •) и топо­
логия У" для множества А образуют топологическое кольцо 
(А, +, •, У), если и только если (А, У) является топологической 
группой, а (А, •, У) — топологической полугруппой.

Булевым кольцом (А, +, ■) условимся называть ассоциативное 
кольцо (А, +, ■), каждый элемент которого идемпотентен: х • х = х (хе 
еА). Булевой алгеброй будем называть булево кольцо с единицей 1.,

Абелевой полугруппой (G. -(-) условимся называть коммута­
тивную полугруппу (G, +) с нулем 0. Операцию для абелевой полу­
группы (G, -)-) будем назвать сложением.

Отображение m : А —> G булева кольца (А, +, •) в абелеву полугруппу 
(£?,+) условимся называть а д д и т и в н ы м, если и только если

1) т(0) =0,
2) т(х А- у) = m (х) т(у) (х е А, г/ е А : xz/ = 0).
Определение. Отображение т : А ->■ G топологического булева коль­

ца (А, +, •, ^) в топологическую абелеву полугруппу (G, + , называ­
ется мерой, если и только если т аддитивно и непрерывно.

Это определение является обобщением определения непрерывной ме­
ры, данного в (‘).

2. Суммирование меры. Семейство (щ) элементов кольца (A, -J-,
■), значения которого для каждых двух различных индексов являются де­

лителями нуля: а{а} = 0 условимся называть семейством де­
лителей нуля.

Рассмотрим топологическое булево кольцо (А, ■, SP) и топологиче­
скую абелеву полугруппу (G, -J-, £7~). Предположим, что топологические 
пространства (А, 5^) и (G, отделимы. Для каждой меры m-.A^-G 
верна

Теорема 1. Если семейство (щ) делителей нуля суммируемо в 
(А, +, •, .9’), то семейство суммируемо в (G, +, Д~) и

Теорема 1 и ее доказательство аналогичны теореме об образе суммиру­
емого семейства при непрерывном отображении и ее доказательству ((2), 
гл. 3, § 5, предложение 5). Теорема 1 является обобщением предложения о 
счетной аддитивности непрерывной меры (('), § 3, предложение 9; (3), § 1, 
предложение 1).



3. Продолжение меры, Рассмотрим топологическую булеву ал­
гебру (С, -р, •, , топологические булевы кольца (/1т “Рлха» мха. лп^)
и (В, +вхв, -вхв, BftS?) такие, что Л '= / >'= С и А плотно в В. Рассмот­
рим топологическую абелеву полугруппу (G, -J-, ST}. Меру т : А G усло­
вимся называть продолжимой на В, если и только если существует мера 
п : В -a- G, являющаяся продолжением т.

Предположим, что (G, £Г) является регулярным пространством и что 
сложение для G непрерывно (коротко: что (G, +, £Г") является регуляр­
ной полугруппой). Верна

Теорема 2. Мера т на А со значениями в регулярной группе 
продолжима на В, если и только если для т в каждой точке В существует 
предел по А.

Теорема 2 является обобщением теоремы о продолжении непрерывной 
меры ((‘), § 3, теорема 4). Доказательство теоремы 2 аналогично доказа­
тельству этой теоремы. Теорема 2 применима, в частности, к мерам со зна­
чениями в локально компактных топологических абелевых полугруппах с 
непрерывным сложением ((4), гл. 1, § 9, предложение 9).

4. Равномерные полугруппы. Условимся говорить, что топо­
логическая полугруппа (G, -р, и равномерная структура Ж для мно­
жества G, согласующаяся с топологией .У, образуют равномер­
ную полугруппу (G, Д-, .9^, Ж) ((4), гл. 2 § 1, определение 3 и § 4, 
определение 1). Отображение m : АG всюду плотного подпространства 
(4, А ПУ7) топологического пространства (В, У) и равномерное простран­
ство (G, ST, Ж) будем называть локально равномерно непрерывным в точ­
ке Ъ пространства В, если и только если для каждого окружения W суще­
ствует окрестность U точки b такая, что т( А П 17) X т(А f| G) Е W (т. е. 
произвольно близки образы т(х) и т(у) каждых точек х и у, достаточно 
близких точке Ь). Равномерную абелеву полугруппу (G, -р, Ж), для ко­
торой (G, %Г, "НЕ) является полным отделимым пространством и сложение 
непрерывно, будем коротко называть полной регулярной полу­
группой. При тех же предположениях относительно А и В, которые бы­
ли сделаны для теоремы 2, верна

Теорема 3. Мера т на. А со значениями в полной регулярной полу­
группе продолжима на В, если и только, если т локально равномерно не­
прерывна в каждой точке В.

Теорема 3 является следствием теоремы 2. Действительно, если (G, ~р, 
.7“, Ж) — полная регулярная полугруппа, то (G, -р, 7Г) —регулярная по­
лугруппа ((4), гл 2, § 1, предложение 3). А по критерию Коши условие 
теоремы 3 эквивалентно условию теоремы 2 ((4), гл. 2, § 3, предложе­
ние 6).

Теорема 3 применима, в частности, к мерам со значениями в компакт­
ных и полных локально компактных топологических абелевых полугруп­
пах с непрерывным сложением ((4), гл. 2, § 3, предложение 7 и § 4, теоре­
ма 1 и следствие 2).

5. Секвенциальные меры. Рассмотрим булеву алгебру (С, -р, •), 
для которой множеством элементов является класс С всех частей мно­
жества Е, сложением является симметрическая разность и умножением — 
пересечение. Упорядочим множество С отношением включения. Секвен­
циальной топологией условимся называть наибольшую из тополо­
гий для С, при которых каждая порядково сходящаяся последовательность 
сходится к своему порядковому пределу. Множество С и секвенциальная 
топология ^образуют отделимое пространство (С, 9?) ((*), § 2, теорема 2). 
Булева алгебра (G, -р, •) с топологией .'7 образуют топологическую булеву 
алгебру (С,+, •,5’) ((*),§ 2, теорема 3).

Рассмотрим топологическое булево кольцо (А, -рАХА, -аха, Aft!?), 
определяемое множеством А С. Меры, определенные на А, будем назы­
вать секвенциальными мерами на А. Например, вещественными секвенци­
альными мерами на А являются ограниченные счетно аддитивные вещест­
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венные функции на Л и только они ((‘), § 3, теорема 6'). Каждая после­
довательность делителей нуля из А, объединение которой принадлежит А, 
суммируема и сумма этой последовательности равна ее объединению ((3), 
§ 1, предложение 1). По теореме 1 отсюда следует, что секвенциальные 
меры со значениями в отделимых топологических абелевых полугруппах 
счетно аддитивны.

Множество А пределов всех сходящихся в пространстве (С, б?) после­
довательностей элементов множества А назовем секвенциальным 
замыканием множества А. Меры на А, продолжимые на Л, усло­
вимся называть секвенциально п р о д о л ж и м ы м и. Верна

Лемма 1. Каждая секвенциальная мера со значениями в секвенциаль­
но полной регулярной полугруппе с равномерно непрерывным сложением 
секвенциально продолжима.

Кольцо (А, +аха еаха), определяемое замыканием А множества А, 
является о-кольцом, порожденным А ((*), § 2, предложение 8). Меры на 
А, продолжимые на А, условимся коротко называть п р о д о л ж и м ы м и. 
Верна

Лемма 2. Если каждая секвенциальная мера со значениями в регу­
лярной полугруппе секвенииалъно продолжима, то каждая такая мера 
продолжима.

Доказательство леммы 1 основывается на критерии Коти, а до­
казательство леммы 2 — па принципе Цорна и теореме 2.

Из лемм 1 и 2 следует
Теорема 4. Каждая секвенциальная мера со значениями в секвен­

циально полной регулярной полугруппе с равномерно непрерывным сло­
жением продолжима.

Теорема 4 применима, в частности, к мерам со значениями в секвенци­
ально полных топологических абелевых группах с непрерывным сложе­
нием ((2), гл. 3, § 3, теорема 2). Она является обобщением доказанной 
Е. А. Печерским (5) теоремы о продолжимости секвенциальных мер со зна­
чениями в полной регулярной группе.
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