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Т. X. ШАРИПОВ

ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА НОРМЫ ФУНКЦИОНАЛА ОШИБКИ 
КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ С РЕГУЛЯРНЫМ

В СМЫСЛЕ С. Л. СОБОЛЕВА ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ
В ПРОСТРАНСТВАХ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 7 VI 1911)

В работе (*) С. Л. Соболев дал алгоритм построения кубатурных фор­
мул, названных им формулами с регулярным пограничным слоем, и оце­
нил сверху норму функционала ошибки этих формул в пространстве Z72"!. 
Этот же результат был получен в пространствах 7f2|1(Q) в работе (2). При 
оценке нормы функционала ошибки таких формул авторы пользовались 
явным видом экстремальной функции периодического функционала 
/„о (х) =1—hn'^6(x— hlJ .■) в этих пространствах и свойством гильбер-т
товости таких пространств. В случае банаховых пространств исследование 
поведения таких формул представляет очень трудную задачу.

В настоящей работе мы оценим сверху, с выделением главного члена, 
норму функционала ошибки кубатурных формул с регулярным в смысле 
С. Л. Соболева пограничным слоем в пространствах 77/(Й). Пусть х — пе­
ременная точка и-мерного эвклидова пространства Еп, a g — переменная 
точка «-мерного эвклидова пространства Еп.

Мы скажем, что обобщенная функция и(х) е S' принадлежит прост­
ранству если

0(2) =Е-‘(ц(£)-7ад) = У-(цГё)щф)) е=МД) (1)
С введением нормы и Ц {En)= I!0 И (нп) н[р Ш становит­

ся полным рефлексивным банаховым пространством.
Пусть Q — ограниченная область с достаточно хорошей границей Г 

в Еп.
Через 77/(Q) обозначим замыкание множества C0“(Q) в норме 

• || у, и введем пространствонр (Вл)
^(Q) = ^(O^(En\Q)

с нормой
Ik k) = iiifhck)Lvi Е u(x)^H'^Q),

где нижняя грань берется по всем продолжениям элемента и(х) рП/.З/.З 
до элементов ис(х) е Hpli(En); Ярм(й) также является банаховым прост­
ранством. На весовую функцию ц(£) накладываем следующие условия:

1) (Еп), l/q+l/p = l, р>2 

(условие вложения в пространство С);
2) ;

е-!*|
3) | Dav (х) | ■< const .(n-m+iyt (И > 1, «, m, а любые), где Dri — 

I X L
оператор дифференцирования порядка a = (сц, a,,..., a„);
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4) | Z>“v (x) | cC c- | я | (| ж | 1, m — n — | a| < 0);

5) | ZTv (x) I = I F-1 (-4Й I < c • Ix I 'l~2ra' ■(| x |C i, 2m > ?i);

6) [ Д^(х)|<с^Д_2Хт+1)/Т m, алюбые).

Подробная теория таких пространств содержится в работе (3).
Сформулируем основной результат.
Теорема. В пространстве НР*(£Г) норма функционала погрешности 

кубатурной формулы с регулярным в смысле С. Л. Соболева пограничным 
слоем удовлетворяет неравенству

||!МЬ« Cfem(mes)Vq | С I Y ехР lq dx\1/9 + 0 (2)

ь2п 7=7=0

при /г->0. Здесь Н — матрица п X п, |Я| — 1, Qo — фундаментальная об­
ласть, определяемая матрицей Н.

Доказательство основано на двух леммах.
Лемма 1. Пусть функционалы Щх) и 12(х) удовлетворяют условиям.

supp < Д), supp (22(ж)) cz ]х I < L2);

I!К (x) ||c- Л1, hC (x) ^ic- scj Ал,

(li(x), xri) =0, если |a| kt— 1,

и пусть

Тогда

(lz(x), xa) =0, если |a| = k2—1,

^x) =7^(1/^)).

1

e-|x|

I x |(n-2m+l)/2

(Д1 + L2) h | x | 1,

x | ^>1.

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 
из (‘), стр. 9.

Лемма 2. Пусть функционал 1(х) удовлетворяет условиям

supp (l(x)) cz <S (|ж | < L); 

\\l(x) lie- sg А;

(1(х), ха) =0, если |а| <_к,

(8)

(9)

(Ю)
и пусть

Тогда
v(x) = ^-‘(1/И(^)).

/jn+К 1I X ’ Lh <С, | % | ‘С 1,

/in+K
е-|0С|

I ж|(п-т+1)/2

(1П

1^1^ (-^i + L2) h,

х | 1.

Лемма доказывается аналогично предыдущей лемме.
От области Q будем требовать, чтобы

mes {х: х е= О, d(x, Г) < Д} = О(Д) при /г^0.
Здесь d обозначает расстояние.
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Наметим доказательство теоремы. Пользуясь свойством =
= Я^(Й), представим норму функционала 1(х) с регулярным погранич­
ным слоем в виде

Как показано в (’), функционал 1(х) представим в виде
1(х) — Е(х) — I'(ж),

1/?
(13)

(14)
где 1^(х) —функционал ошибки периодической задачи, а 1'(х) —функ­
ционал ошибки кубатурной формулы с регулярным пограничным слоем 
для области E„\Q. Используя (14) после некоторых преобразований и 
пользуясь неравенством Минковского, получим, что

II1 Ке’ (П) Ц Iv ^)*Zoc I’ dx}1/q +P ,£13L
+ I [V И1 <§En\a3L (x) — V (x)*l' (x) P dxyq, (15)

где Q3l есть область Q с окрестностью 3Lh.
Первое слагаемое в правой части (15) дает главный член, если иметь 

в виду,что

.или-З "VS-Sy*1 <16>yVO ‘ 1 J
и условие (12).

Пусть В(ь обозначает множество точек hHy е Q и d(hlly, Г) > Lh, 
В(Е — множество точек hHy, для которых d(hHy, Г) Lh, а В(Е — мно­
жество точек hHy е Z?n\Q и d(hll\, Г) > Lh. Тогда второе слагаемое в 
правой части (15) оценится суммой следующих четырех интегралов:

Л = { $ IvW* 2 J(o) (^-Яу)р41/9’ <17>
£n\R3L YE-B^

Л = { \ 2 (18)
£n\R3i

Js = j J | v(z)* 2 (4 - Ну) \qdx}1!q, (19)
-q3L y=B&

|v(z)* 2 dx}1/q- (2°)
q3L vebIl

Теперь, используя леммы 1, 2, можно показать, что все эти интегралы яв­
ляются величиной O(hrn+1). Это с учетом (15) и (16) и дает доказательст­
во теоремы.
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