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В работе рассматривается одномерное нестационарное течение двух 
несмешивающихся жидкостей (например, воды и нефти) в пористой сре
де. Уравнение для водонасыщенности s в этом случае имеет вид (‘) 

£=+»(»+-'?«+. <1) 

где коэффициенты a(s) и c(s) определены при s* s s* (0 < s, < 
■< s* < 1), причем a(s») — a(s*) = 0, a(s) > 0, c(s) > 0, cs 0, когда 
s* < s < s*. Таким образом, параболическое уравнение (1) вырождается 
в уравнение первого порядка при s = st и s = s*.

Краевые задачи и задача Коши для параболических уравнений с вы
рождением при одном значении искомой функции изучались в (2), где 
для каждой из задач вводится понятие обобщенного решения и доказы
вается его существование и единственность. В настоящей заметке дока
зывается существование и единственность обобщенного решения первой 
краевой задачи для более общего уравнения (1), вырождающегося при 
двух значениях искомой функции.

Рассмотрим уравнение (1) в прямоугольнике R {0 + t + Т, 0 + жкС 
1} при краевых условиях

s(0, х) = s0(x), s(Z,O)=s*, s(i,Z)=s„ (2)

Обозначим через Г часть границы R, состоящую из боковых сторон 
(ж == 0, х — I) и нижнего основания (£ = 0); через Ti — часть границы 
R, состоящую из боковых сторон и верхнего основания (t = T). Введем

i 
в рассмотрение функцию <p(s)=J a(x)dx.

Определение. Функцию s(t, х), непрерывную в В, удовлетворяю
щую условиям (2) и неравенству st ^ls(t,x) + s*, назовем обобщен
ным решением задачи (1), (2), если существует обобщенная 
производная бф(s) / дх, ограниченная в R, и для любой функции /(£, х) е 
^.C'(R), обращающейся в нуль на Г, выполняется равенство

й+ тк]dtdx + $/ (°>^) ^ = °. (3) 
R 0

Теорема 1. Пусть выполняются следующие предположения:
1) а0(л:) eC[0, Z], q?(s0(a?)) <= Z71 [0,1], $о(О) == s* > s0(^)^ s, — s^l);
2) a(s) e C[st, s*J f] Crl_a[s, + 6, s* — 6], 0 < 6 < 1, 6 > 0 — сколь 

угодно малое число;
3) c(s) е C2+a[s,, s*], c(s) 0, c,>0 при s, + s + $*, Q(t) e 

e C(1+a)/2[0, 71], (?(0 > 0 при t(= [0, Т].
Тогда существует обобщенное решение s(t, х) задачи (1), (2), причем 

в тех точках R \ Г, где st < s <; s*, функция s(t,x) имеет непрерывные 
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производные, входящие в уравнение (2), и удовлетворяет ему в обычном 
смысле.

Доказательство. Заменой искомой функции <р(s) = v, в = Ф(и) 
преобразуем уравнение (2) к виду

dv / dt= A(v) д2и I дх2 — Q(t)B(y) dv / дх, (4)

где A(y) — 1 /ФДу) = a(s(v)), B(v) = cs(s(v)).
Рассмотрим функцию v0(x) — <p(s0(x)) и построим монотонно возрас

тающую последовательность гладких функций vOm(x), сходящуюся равно
мерно к и0(х) и такую, что ldvOm/dx\ К, 0 vOm(x) V—i/m = 
= Vm, где F=<p(s*); POm(O) = Vm, vOm(l) =0 (К — некоторая постоян
ная). Построим далее монотонно убывающие последовательности 
иОт, n(z) е C3+s[0, Z], сходящиеся равномерно при каждом т к vOm(x) 
и обладающие свойствами: \dvOm, п / dx\ К, 1 / п vOmi п(х) V,„ 
Щт, n(0) — Vm, vamt n(Z) = 11 n. Потребуем также от vom, „(я) выполнения 
условий согласования граничных и начальных данных первого порядка.

В силу условий теоремы при любых тип уравнение (4) имеет един
ственное решение n(t, х) е С3+°' (3+’)/2(Л), принимающее краевые зна
чения

vm, „(0, ж) = yom,n(x), vm, n(Z,0) = Vm, vm, n(t, I) = 1 /n, (5) 

и, согласно принципу максимума, 1 /n vm, n(t, x) О Vm. Так как на 
границе Г по построению vm< n+i vm, п vm+li п (т=1, 2,... ; п = 
= 1,2,...), то из принципа максимума следует справедливость этих не
равенств всюду в R. Таким образом, функции vmi„(t,x) образуют моно
тонно возрастающую по т и монотонно убывающую по п последователь
ность: то же самое справедливо для последовательности sm,n(t,x) = 
— Ф(ут, n(Z, х)), причем s, < sm, „ С s*. В силу этих свойств при каждом 
т существует lim sm.n(t,x~) = sm(t,x), причем s * —-4Z Sm 5 ,

и, следовательно, существует lim sm(t,x) = s(t, x). Покажем, что s(t,x) 

является обобщенным решением задачи (1), (2). Очевидно, s„ s(t, х)
s*. Установим наличие ограниченной в R обобщенной производной 

бф(х) / дх.
Лемма 1. На границе Г справедлива оценка

|дУп,т/дх\ i (6)

т, п

77? ,

т, п

где Mi не зависит от тип.
Доказательство. При t = 0 | дит, п / дх\ = |cfc'Om, n / dx | К. 

При х — 0, согласно условиям (5), дит, „ / дх 0. Чтобы оценить дит, п / дх 
снизу, введем вспомогательную функцию Fm = Vm — Кх. В прямоуголь- . 
нике R разность z = Fm — vm, п удовлетворяет параболическому уравнению 
с неотрицательной правой частью, причем z 0 на Г. Применяя принцип 
максимума, получаем z ^0 в й, откуда дит, „ / дх |х=0 —К.

Оценим дит, „/ дх при х = I. Согласно (5), dvm, п/ dx\x=i 0; для оцен
ки dvm, п! дх сверху при х — I строится последовательность ит, п(х) стацио
нарных решений уравнения (1), мажорирующая последовательность 

х} на некотором промежутке [Z — е, Z], совпадающая с vm, n(t, х) 
при х = I и принимающая значение Vm при х = I — е. Существование та
кой последовательности при некотором е > 0 легко следуют из анализа 
неявного представления стационарного решения ит, п(х), получающегося 
простой квадратурой. Последовательность производных dumi п/ дх равно
мерно ограничена сверху постоянной, не зависящей от т и п. В силу по
строения этой последовательности то же справедливо и для последователь
ности дит, п / дх.

Лемма 2. Если максимум

'т, п

т, п

достигается в точке из области

311



т, (6)
R \ Г, то в точке максимума справедлива оценка 

| дит, п/ дх\ s^M,, 
где Мг не зависит от тип.

Доказательство. Введем новую функцию z (t, х") с помощью равен
ства vm, п = fm, n(z), где fm, п(т) при любых тип — строго монотонно воз
растающая функция т на промежутке [0, 1], причем /,„„(0) = 1 / п, 
fm, „(1) = Vm. Подставляя z в (4) и дифференцируя полученное уравнение 
по х, получим уравнение, которому удовлетворяет функция zt = р. Рас
сматривая это уравнение в точке максимума |р|, приходим к неравенству 

О А (Г / /') 'р!‘ + АДУ - QBjp3.
(Здесь для простоты опущены индексы т и п у / и v.) Выберем функцию 
/(z) так, чтобы

A(f/f)' + Avf' = -riA. (7)
У'2 Qcssf'Тогда в точке максимума О ---- Р*-----------— Р3- Откуда, сокращая на

множитель /' / А > О, приходим к искомой оценке (6), где М2 = 
t

— max Q(t) -max | css |.
t s

Функцию /(z), обладающую нужными свойствами, легко получить, если 
уравнение (7) дважды проинтегрировать по z. Будем иметь

V
dv п / (* dX \Л» )• 

Ч/п '
V

где С > 0 — произвольная постоянная. Поскольку = s — Ф
1/п

то f (z) > 0 при любых т и п. Интегрируя это уравнение и выбирая нуж
ным образом константу С, приходим к желаемому результату.

Из оценок (5) и (6) следует, что 1<Эф (sm, п) /дх | sC М — max(2lfi, М?), 
откуда, переходя к пределу сначала при п->оо, затем при т—>-оо, полу
чаем, что функции cp(s, (£, х)) удовлетворяет условию Липшица по х с 
константой М, не зависящей от 7, и что в R существует обобщенная произ
водная Лр (s) / дх, по модулю не превосходящая М (4). Равенство (3) для 
функции s(t, х) вытекает из справедливости (3) для функций „(£, я). 
Непрерывность и тот факт, что во всех точках R \ Г, где s* < s < s*, 
функция s(t, х) удовлетворяет уравнению (1) в обычном смысле, доказы
вается аналогично (2).

Теорема 2. Обобщенное решение задачи (1), (2) единственно, если
lim cs /V a{s)<^oa, limcs //a(S)<ocl
s->s* s—*s*

Доказательство проводится по схеме работы (5), стр. 189—195.
Устремляя I к бесконечности так же, как это делается в (2), с учетом 

леммы 2 получаем разрешимость первой краевой задачи в полуполосе 
{О С t С Т, 0 А х < оо}.

Авторы выражают благодарность В. Н. Монахову за полезные замеча
ния при обсуждении работы.
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