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(Представлено академиком В. С. Владимировым 7 VI 1971)

Пусть Еп — и-мерное эвклидово пространство точек х — (Xi,..., хА) и 
Q cz — произвольное открытое множество. Функция f(x) принадлежит 
пространству Соболева Wpr (Q), г = 1, 2,..., 1 р < оо, если в й суще- 

fev+...+А^
ствуют обобщенные (’) частные производные p)kf — -AL----------L, |А| =

дх*'. ..дх^п

= &!-)-... + и конечна норма

3
|А|<Г Р

(Q)’ (1)

Во многих вопросах наряду с пространствами ТУ/(П) приходится рас­
сматривать пространства, представляющие замыкание множества C0"(Q) 
бесконечно дифференцируемых финитных в Q функций по норме (1). 
Известно, что если Q — область с достаточно «хорошей» границей, то эти 
пространства состоят из функций /е1Г/(£!), обращающихся в некото­
ром смысле в нуль на границе Г(й) вместе со своими производными до 
порядка г—1 включительно. В статье Г. Г. Казаряна (2) доказано, что 
если

Ф(^)=(/(^’ Х-^’ GWrp(En), (2)
(0,

где область Q допускает «локальный сдвиг», то функцию /е РКРГ(Й) мож­
но приблизить с любой степенью точности функциями из Со” (£2). В (2) 
модифицируется метод аппроксимации функции ее усреднением со сдви­
гом, ранее использованный Э. Гальярдо (3).

В работе автора (4) для произвольного открытого множества £2 получе­
ны необходимые и достаточные условия, при которых функцию /еС'г(£2) 
можно сколь угодно точно приблизить функциями из Со“(£2). Эти условия 
имеют вид: для любого х е= Г(Q)

lira Dkf (у) = 0, | к К г, (3)
1/->х

и в случае неограниченного открытого множества, кроме того,

lim Dkf (у) = 0, |А|<г. (4)
У->ОО 
1/ЕЙ

В (4) получены также необходимые и достаточные условия на £2, при ко­
торых условия (3), (4) для любой /еСЧЗ) эквивалентны тому, что оп­
ределяемая равенством (2J функция Ф(ж) е Сг (Еп).

В настоящей заметке подобные результаты приведены для пространств 
ТЕ/(£2) при р > п. При доказательстве формулируемых теорем исполь­
зуется следующая лемма и следствия из нее.
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Лемма. Пусть р > п, Q. — область, звездная относительно открытого* 
множества S cz Q, и d — диаметр области £2.

Тогда для любой функции / е ТУ/(£2)
п

Р 9 ,2i=l ’ IlLp (Я)

где 1 s'7 q
Обозначим, как обычно, через £25 совокупность тех х е £2, которые от­

стоят от границы Г(£2) более, чем на б.
Теорема 1. Пусть р~>п и О,=^Еп — произвольное открытое мно­

жество. Для любой функции f е Со°° (О)

где с, зависит только от п, риг.
Теорема 2. Пусть / е Wpr (£2), г = 1, 2,..., р > п, где £2 — произ­

вольное открытое множество в Еп. Для того чтобы существовала последо­
вательность <р8 такая, что

Ф'5ёС0': (Q), lim || / — (Psll^r (а) — О,
S—р 

необходимо и достаточно, чтобы при б -> О

(5);

f 11гр (Й-Я8) о(6г). (6)

Необходимость следует из теоремы 1; при доказательстве доста­
точности последовательность <р3 строится так же, как ив (4): <ps(x) = 
= А/Д*), где

й23

(здесь co(z) еС“(£’р), ®(z) = 0 при |z| 1, Jco(z)dz = 1) . ;
Еп

Достаточность справедлива при любом р 75= 1.
Следствие 1. Для/е1Г/(£2) при р п условие (6) эквивалент­

но условию

Обозначим через Г'(£2) cz Г (£2) множество, всюду плотное в Г(£2), на­
пример, Гх(£2) = Г(£2), или Г'(£2) —множество тех точек х ел Г(£2), ко­
торых можно коснуться каким-либо шаром (зависящим от х}, лежащим 
в £2.

Следствие 2. Для t е И'рг(£2) при р > п условие (6) эквивалент­
но условию: для любого хеГ'(й)

Ш , ^с2бг У \\Dkf\\

где Къх — шар радиуса 8 с центром в точке х, а с2 зависит только от п, р и г.
При п = 1 теорема 2 справедлива и при р — п = 1. В этой случае ус­

ловие (7) для £2 = (а, Ь) означает, что
Ъ

lim ------- = 1ш1Ь-=Ц------- = 0, к = 0,1,..., г - 1.
8—>0 ° 8—>0 0

Ниже мы приведем условия подобного вида, эквивалентные (6) и в об­
щем случае.
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Теорема 3. Пусть /еИ7(й), р>> п, где й — произвольное откры­
тое множество в Еп. Условие (5) эквивалентно тому, что

Ух е Г' (Й)

С | ])ki \qdx

Л__
mes QKg

k I <r — 1. (8)

При различных q, q oo, условия (8) эквивалентны.
Из теоремы 3 при q = оо следует, что условие (5) равносильно тому, 

что функция /еИ7„'(9) эквивалентна функции / такой, что для любого 
хеГ(Й)

lim Dkf (у) = 0, |Л|<г- 1.
у—*х

(см. формулы (3) и (4)). Самым «слабым» из эквивалентных условий тео­
ремы 3 является условие: для любого х е ГЛ(Й)

lim
8—0

[ J | Dkf | cfc/(mes й£?)] = О,

ЙКХ5
к | ■< г — 1.

В теореме 3 речь идет о «поточечной» сходимости к нулю функции и ее 
производных при приближении к границе Г(й). Ниже мы приведем усло­
вие, эквивалентное (5), которое выражается в терминах сходимости в сред­
нем по «приграничной полосе».

Теорема 4. Пусть / е WPT (й), р > п, где й — открытое множество в 
Е„, удовлетворяющее условию

mes (й — Й6) с3б, (9)

где с3 не зависит от б. Условие (5) эквивалентно условию-, для любого шара 
К с центром в любой точке х е Г'(Й)

lim Г \ |D^|?dr/(mes7f(Q-Qs))T/? = О, |&|<т-1. (10)
5—0 *- К (£2—Йв) J

При различных с/, 1 =£2 =$2 °о, условия (10) эквивалентны между собой.
Можно привести пример, показывающий, что условие (9) нельзя осла­

бить, заменив условием
mes (й — й6) гС с3ср(б)6,

какова бы ни была функция ср (б) >0 такая, что ср (б) оо при б->-0. 
Пусть ограниченное открытое множество Й таково, что для любого 

шара К с центром в любой точке х е Г(Й)

с4б -Ci mes 2£(й — Й8) с5б,

где с, и с5 зависят только от й и К (по существу, это предположение о 
равномерной (п — 1)-мерности границы Г(Й)). Тогда условие (10) экви­
валентно условию

lim Г f | Dkj |?tfa/(mes (й— йв))11/9 = 0, | к | г — 1.
8->о Lqj;Qs J

В заключение приведем теоремы, устанавливающие связь между ус­
ловиями (5) и (2).
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Теорема 5. Пусть открытое множество £1 таково, что

Г(Й)=Г(Й) (11)
и j WV(Q), р > п.

Тогда условия (2) и (5) эквивалентны.
Теорема 6. Пусть Q — открытое множество в Еп и пусть р > п. Для 

того чтобы для любой функции f е И7РГ(Й) условия (2) и (5) были экви­
валентны, необходимо и достаточно, чтобы для любого шара К с центром 
в любой точке х е Г(й)

mes (А — Q) > 0. (12)

Приведем еще характерный пример множества Q. для которого выпол­
няется (12), ноне выполняется (11). Пусть S — совершенное нигде не 
плотное множество положительной меры (одномерной) на отрезке [—Vs, 
7г]; в качестве Q можно взять множество К — (5х5х...х5), где

К — единичный открытый шар в Еп.
Московский институт радиотехники, Поступило

электроники и автоматики 23 V 1971
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