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В настоящей заметке обсуждается одна частная постановка старой зада ¬

чи о восстановлении характеристик двумерной геометрической картины ио
•е сечениям прямыми линиями. Рассматриваемая здесь «двумерная картп
п > является случайной (с.) мозаикой Т , т. е, случайным разбиением плос-
коетн на ограниченные выпуклые многоугольники, причем предполагается,
что т стохастически инвариантна относительно группы всех эвклидовых
движений плоскости (одпородность и изотропность Г) .
«Характеристики», подлежащие восстановлению, суть не- /
pirHTnocTH, связанные со с, мозаикой Т. При решении по- /
лобных задач классической традиции соответствовало бы /
обращение лишь к той информации , которая содержится в •— —распределении случайной точечной последовательности

образуемой пересечениями ребер о. мозаики Т с про- рис у3«л ти-
ИЗВОЛТ.ИОЙ фиксированной прямой L на плоскости, (.?,} — Па «сучок»
= T [\ L.
Некоторые новые результаты в интегральной геометрии дают возмож

ность использовать, помимо (*?,}, также и случайные углы ф(, под кото¬

рыми происходит пересечение ребер Т с L и точках Точнее говоря, све¬

дении о распределении с. мозаики Т предлагается извлекать из предпола¬

гаемого известным совместного распределения случайной маркированной
точечной последовательности (м.т.н.) {.-7’„ if ,} (в смысле (/ ) ) . Здесь важно
то, что в практике углы ф могул быть определены с помощью локальных
измерений вдоль прямой L, а также что распределение ы.т.н, {.У;, i|?;} под¬

дается вычислению в ряде теоретических моделей. Панртгаер, в случае так
называемой п р о с т е й ш е й с. мозаики, т, е.с.мозаики, образованной пря¬
мыми ;8=8O<8, независимо проведенными ни плоскости (составляющими
пуассоновское ноле прямых линий, с.м . ('} ) , имеем

?п то

Л (dx, с/ тр) = Н Ыгг Д (1)
1=1 i=i

где P ( dr, (ill') ость вероятность того, что в интервалах длины drlf некоторым
образом размещенных на L , будет лежать по одной точке из L f ] Т, а соот¬

ветствующие углы будут лежать в интервалах (ф;, ф , -1 об)', ) , i =1, . . тп.
Что касается эффективности предлагаемого подхода с точки зрения да-

ваемого нм обт.ема сведепий о распределении с.мозаики 7', то па атом пути
удается получить даже некоторые результаты единственности , норные в
классе $ однородных и изотропных с. мозаик, удовлетворяющих некоторо¬

му довольно общему условию регулярности ( г‘) .
Обозначим через si- класс с, мозаик, с вероятностью I ио имеющих уз¬

лов типа сучок (см. рис. I ).
Т е о р е м а. Каждая Т е Sist- . для которой в м.т.п. {.A, if . ) последова¬

тельности {#: } и {т1ь ) независимы, a (ф } есть последовательность незави
симыт случайных величин , является смесью простейших мозаик , т . е. про-
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стейшей мозаикой со случайным значением В частности , каждая Т =
= $.74 , для которой выполняется ( 1 ) . является простейшей случайной мо¬

заикой.
Рассмотрим другой пример использования распределения м .т.п. {^.ф;}

и дни ном круге вопросов.
Для !U- H Knii вынук гоп фигуры T) n . i плоскости с кусочно глядней грани

цеп и всякой непрерывно дифференцируемой на (0, то) функции /{и)
справедливо тождество (;:)

н.-'rVo ?33^ D

где dL - стемепт пнварнаптпой меры прямых па плоскости (см. ( ’ ) ) , %
Длила хорды L ' } D. ф' и ф” пара углов пересечения L с дО , .iежащих
внутри О , в одной полу [плоскости, s — длины прямолинейных у ип

X

дО, [' { ы ) (.г ) - J / (и) du.
л

Сумма 1 (2) берется по новы пря

молниепиым участкам дО , л частности, если D MUCHOYIRUUIIO. . то s —
длины сторон, а суммирование производится по всем сторонам .

Пусть Г* — фиксированная мозаика. К , — круг радиуса г с центром В
iidi ' ia . ii! координат и» ч юСКостп, D , выпуклые области, на EJOTFTPыи Го раз¬

бивает А ... Каждая ни областей D, является либо многоугольником мозаики
Тъ либо частью такового, высекаемого границей К , . Обозначим через y_. ( L )
длину А П F , фж " углы ф' II ф*, отнесенные к области D , х . длину
/-го примолннейно] о участка на <Ю . Запишем (2) дли каждой области D и
просуммируем но всем D, с= Kt. Получим
[\ S / ( L) ) dL ~\\ 2 г >t ; Cig t Cig ipldL . . 2 2я>ц ). (3)

"DJ.LK, DtCf[f j

Будем считать, что ( . ' ) пинипио для каждой реализации случайной мозаи¬

ки Т , л угридням (3) по ансамблю реализаций (операцию усреднения обо¬

значим чертой ) :

Ц 2 / £ -$$ 2 2 2^ы- ю
О^ Кт Е^СХ^ Di [ZKT f

Подчеркнем, что и (4 ) , как п и ( 3), интегралы берутся но L ( ] K , = р.
Б силу однородности п изотропно Т величины под интегралами по dL и

(4) зависят только от длины с хорды, которую составляет L с К ,, причем
;гпг величины >??AK=;5=BAO IS терминах распределения м.т.п. {:? . ф ,}, Дей
ствительио, для каждой фиксированной примой L

—
2 / {ъЩ ) = 2

ПгС к г v^l

(5)
— ”S
2 (>-1) A^ D? A1919 = у. .n/o^d-g 4 -. d.g

»1<= КГ К 1

где L IK — интервалы, на которые разбивается отрезок длины ле¬

жащий па L, точками случайной последовательности Расположенне
углов ф,- указано и» рис. 2Т причем ctg ф1 = - — г , ctgi|:.v +i =
— г-1 l 4r — г1, а углы фу . . . , ф* принадлежат случайной коследовитель-
ногти|;'Л}.
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В двойной сумме в правой части (3) перейдем к «сквозной» нумерации
фтороп ( п и.\ частей) многоугольников мозаики Т ,:., попадающих в К - , т . е.
Z'.vI'JHSЕМ

S 2^>) = 2>Ы- (6)
и{сКг / К=1

При этом сторона, служащая стороной одновременно двух многоугольников,
"г

ta ' нтв сумму по к двойной вклад. В частности,^ а* = 2ХТ , где & , —
fc— 1

I* 1 -1

~ ...
Рис . 2- Ийртпна ?9 £ IJ К ,

общая длина всех ребер мозаики Т „ в А' .. В силу (5) для круга конечного
радиуса г на (4) получаем

, , С [о (;) + Э (г, г)] г rfi
2j* (М м -у^Т=1—к*4 о *

(7)

Можно ожидать, что предельный переход (r -+ w ) в (7) возводит изба¬

виться от краевых аффектов и, следовательно, приведет к более наглядному
результату.

Предположим, что однородная с. последовательность {•'?’,} имеет конеч¬
ную интенсивность А, в силу чего

JV = Ал — 1,

По теореме Крофтона (;) имеем

U (Л — i )d L = 2 ХТ .

Усредняя (9) но ансамблю реализаций, получаем

^ (W — i ) dI.= Шг Н 2яг,
ДПк )фф

Учитывав, что ,dL _ rfy*, цз (8) _
(Ю) иолучаем

гn :3&D

\\ V dL = 2ЖГ -|- 2лг= Ajt*rs — 2лс,
гп:^D

ÿ>;>68</(и) = е-,и п предположим , что существуют пределы

(8)

О)

(10)

(И )

lini
2

]£ =**!

- г /
е Ff 2 с ^ctgts

У
w (i), lini v п (( ) .

При выполнении предельною перехода, определяющего u ( t ) , предполага¬
ется, что значения ctg ф, и с ( к фл- i поддерживаются постоянными. Па ( I I )
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я вида ядра в (7) тогда следует существование предела

S 2 — г ' <12)

В спою очередь, если существует предел

lim 2^г (Жг)-1= / < ос ,
Г— *ос

то существует предел
5Т^t> (7) = lim -Jj— 2

Г-* х М г

прпчем, как это следует пз (7) п (12) ,

4 1 4' ш (о — t u (о* ^1 3)

‘Отмстим, что в эргодпческом случае I имеет смысл средней длины про¬

извольной стороны составляющих случайную мозаику многоугольников,
t' (i ) — преобразовяяия Лапласа соответствующего распределения , w (t)
приобретает смысл преобразования Лапласа распределения длины произ¬

вольного интервала между последовательными точками в a u ( L ) —
аналогичный смысл в терминах {.?*„ф ,}.

В частностп, если u ( t ) ~ 0, что имеет место, например, когда { т^} не
зависит от {.?*[}, а углы в {т]ч} попарно независимы . получаем глотношенпе

„(О, (14)

которое для соответствующих функций распределения V и Ит выглядит как

Заметим, что если IA ( 7) = , I V экспоненциальна, то Г лкспоненциэль-
па с тем ;ке средним, что согласуется с результатом теоремы.
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