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Хорошо известна (1_3) связь между решением задачи выпуклого про
граммирования и состоянием равновесия модели конкурентной экономи
ки Эрроу — Дебре. Эта связь является важным фактом для экономиче
ской теории. В настоящей работе данный факт при некоторых условиях 
распространяется на модели экономической динамики. Аналогом реше
ния задачи выпуклого программирования при этом является оптималь
ная (бесконечная) траектория, а аналогом состояния равновесия моде
ли конкурентной экономики — соответственно равновесная траектория. 
Понятие равновесия в динамической экономике может определяться по- 
разному. Здесь рассматриваются два существенно различных определения 
и устанавливается связь между ними.

1°. Достаточно общая модель экономической динамики задается с по
мощью множества «производственных» возможностей Z и набора функ
ций (полезности или предпочтения потребителей) и= (щ,..., Ui). Обыч
ные предположения о модели (Z, и) таковы: a) Z cz R_n X Rm X R+n, 
где (соответственно R+n) неположительный (неотрицательный) ор- 
тант эвклидова пространства Rn; Z — выпуклый замкнутый конус. Произ
вольный элемент конуса Z будем обозначать через (—х, и, у), где х, у & 
е RH\ v е Rm\ если (—ж, v, у) ^Z и (—ж, v, у) 0, то (—х, V, у) = 
= 0. Существует (—х. и, у) е Z такой, что у > 0; Pr^Z = Я_п, где 
Ргх...— проекция на первые п координат. Ь) щ: Rm-^ R, к — 1,..., I, 
uk непрерывна, вогнута, sup щг(с) = оо.
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В теории моделей экономической динамики изучаются траектории дви
жения экономической системы во времени. В модели (Z, и) траектория 
представляет последовательность z — (xt,с^\ ..удов
летворяющую условиям xt R+n, cT>^R+m, £ = 0,1,..., к = 1,..., Z; 

— Ж;, 2 ctk\ Ж;+1) е= % для всех t.
k=l

Множество всех траекторий, начинающихся с состояний ж0, обозначим 
через Х(хо).

2°. Оптимальность траекторий определяется с помощью функ
ций и и последовательности = (Х)х\ ..., коэффициентов со
измерения полезности различных потребителей в различные моменты вре

мени. Пусть для траектории г yf = 2 2 Траектория z на-
г=0 ft

зывается (и, /,)-о п т и м а л ь н о й, если lim (уг — у() 0 для любой тра-
I—»со

ектории 'сД'С) (уг соответствует траектории г). В настоящей рабо
те рассматриваются лишь такие последовательности %, при которых 
limy; < сю для любой траектории z^X(x<>). Множество таких последо- (-*оо 
вательностей X обозначим через А(ж0).
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3°. Равновесные траектории. Обозначим через Р последовательность 
(pf)tLo, Pt =0= 0, а через 0 — последовательность (0()£=о> Of /?+СО
2 2®'^^!’ и пусть 0 — множество всех таких последовательностей 0. 
/=о k со
Пусть далее Р (z) = 2 2 Если оптимальность траектории опреде-

4=0 k
лилась в зависимости от последовательности А, то равновесная траектория 
определяется с помощью 0 е9.

Траектория z е А'(.г0) называется равновесной, если найдется та
кая последовательность (цен) Р, что

p(z)~ max p(z),

Uk(^)= max Wfe(c) для всех t. 
cp^p (z)-sW

(1)

(2)

Теорема 1 (существования). Равновесная траектория существует 
для любой 0 е 0 и любого начального состояния ха =¥= 0.

Доказательство основано на приближении искомого состояния равно
весия с помощью состояний равновесия последовательности моделей Эр
роу — Дебре (‘) для конечных отрезков времени и обоснования предель
ного перехода.

Теорема 2 (эквивалентности). Пусть х0 > 0. Тогда для любой рав
новесной траектории z, определенной последовательностью 0 е0. для ко
торой 22 0)А) = 1, найдется ХеЛ (z0) такая, что z является (и, ?.) - 

t k
оптимальной. Наоборот, для любой (и, %) -оптимальной (/. еЛД,)) тра
ектории z найдется !1 £ 0 такая, что z оказывается равновесной траекто
рией относительно этой последовательности 0.

4°. Понятие равновесной траектории основано на недостаточно реаль
ном экономически предположении, что производственный сектор стремит
ся к максимизации прибыли за все бесконечное будущее. Понятие ло
кально-равновесной траектории возникает при принятии гипотезы о мак
симизации производственным сектором лишь текущей прибыли.

Для произвольного момента времени t, состояния xt е R+n, вектора 
л^7?+”, = 1, и последовательности 9е6 определим модель кон-

г
курентного равновесия Эрроу — Дебре (*~3) следующим образом. В модели 
имеется один производитель и I + 1 потребитель. Множество производст
венных возможностей производителя X = {х R"l+n\x = (р, у), 
(—xt, и, у) е2}, функции полезности потребителей fh(x) = uk(x(i\...

п
. .. , x<m)) при к — 1,... , I, /г-ц (х) = 2 жйп+ОлМ; матрица (здесь век- 

г=1
тор) распределения прибылей ест!>

оо

в«> » 2 2«?>
1 - 2 20^ 1 - 2 20xA) 1 - 2 2<e)

t=0 k t=0 k T=9 k

Обозначим состояние равновесия описанной модели Эрроу — Дебре 
через ip (л) и значение функции ji+l в этом состоянии равновесия через 
/г+1. Определим л из условия /Г+i = max //+1. Состояние равновесия 

я>0, 
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ш(л) = (р(л), у(л), с(1)(л)с(,)(л), р(л)) определяет для данного со
стояния xt векторы с;(1), . . . , с(<г), ж(+1, где ct(h) = cw(n), к — 1, ... , I, 
xi+t = y(n).

Траектория называется локально-равновесной, ес
ли для каждого t она определяется согласно выше описанной процедуре.

Теорема 3. В условиях теоремы 2 локально-равновесная траекто
рия существует.

Предположим для определенности, что множество Х(х0) лежит в про
странстве s числовых последовательностей с топологией покоординатной 
сходимости. Нетрудно показать, что X (хо) есть выпуклый компакт в s. 
Пусть X — произвольный выпуклый компакт, содержащийся в Х(х„). 
Пусть z (X) — равновесная траектория, определяемая соотношениями 
(1) и (2), только в соотношении (1) шах берется не по Х(х0), а по X. 
Будем говорить, что в модели (Z, и, 0) отсутствует ситуация моно
поль ноет и, если p(z(X(x0))) p(z(X)) для любого Х^Х(х0).

Теорема 4. В модели (Z, и, 0), удовлетворяющей условиям теоре
мы 2, в которой отсутствует ситуация монополъности, всякая равновесная 
траектория является локально-равновесной.

5°. Для экономических приложений и численных расчетов интерес 
представляют стационарные (u, X)-оптимальные траектории или магис
трали. Траектория z стационарна, если xt, с^ ,..., <№) = (х, с(1),... 
... , с(,)) а', где а — положительное число.

Теорема 5. Пусть для модели (Z, и, X) выполнены следующие ус
ловия: 1) существует индекс i такой, что х^ = x(i'+i для любой траекто
рии z eX(z:) и любого х0; 2) множество {х е 7?+п| (—х, и, у) Z, и О, 
у х, x(f> — .го’1’} ограничено; 3) I = 1, и (с) = 0, если с(П — 0 хотя бы 
для одного j; 4) X = (p_i)tLo, 1 < ц < v0, где v0 = max v при условиях 
Y^' Уь 1 = 1, • • • , п, j ф i, (—х, с, у) eeZ, с^ 0, z(i) = x0(i\

Тогда магистраль существует. Обозначим эту магистраль через (х, с).
Теорема 6. Последовательность 9 е 0, соответствующая согласно 

теореме 2 последовательности 7. — (p,_1)f=o, для магистрали (х, с) имеет 
---- g-j ’“Sb i’ г^е — число, большее единицы и завися

щее от ц.
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