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Г . Под «положительностью гауссовой кривизны поверхности Fn пони-
кается следующее условие; если lef произвольная точка , {<?„} —произвольная последовательность областей G ^pf , XSF.G.,. стягнвающих-

: г к точке X , со (б?„) , о ( (?д ) — соответственно при siнаял (внутренняя) и
площадь <?,, а смысле теории многообразий ограниченной кривизны
(сы. (’ ) ) , т о ^ Д> и (когда внутренняя метрике F римало¬

ва » , ото условие равносильно положительности гауссовой кривизны в каж¬

дой точке ) ,

Теор ем s c Поверхиости -ограниченной внешней ( в смысле ( Е ) ) и пало-
хителъной гауссовой кривизны, локально выпукла (каждая ее точка имеет
. крегтность, являющуюся выпуклой Поверхлостыо ) L

- > т а теорема оправдывает содержащиеся и ( s ) утверждения о регуляр ¬

ности С ] : -поверхностен с регулярной метрикой положительной кривизны
(CJ ' ^-поверхности определены условием равномерного в каждой компакт-
ион пЙллети стремления г; нулю отношения U / p z / l при р — »- 0, где р - внут¬

реннее расстояние точек X , , А’

:. 1 1\ 6 угол между нормалями а лтих точ¬

ках) . В ( :!) ати утверждения получены посредством ошибочной ссылки на
раб >ту ( Е ) (можно показать, что без предположения о полноте поверхности
F ограниченной плотней кривизны ос локальная выпуклость еще пс сле-
лует, как утверждалось а (!) т из условия щ (С) !> О для всякой области
G c f),

2°, Пусть F гладкая поверхность ограниченной внешней кривизны,
заданная и декартовых координатах уравнением t ~ f ( z , у ) , (i, у ) е Q .
: л. с Q — замкнутый квадрат, н пусть для аелкой нопустой области (I с F
внутренняя кривизна ьи ( (?) !> О (зто условие заведомо выполнено для по¬
верхностной положительной гауссовой кривизны) . Границы F , Q обозна¬

чаем OF. d Q соот мететво I иго . F = F\dF, Q = Q\dQ. Обозначим Л дно-'
жество всех точен Л5 / , обладающих свойством: существует плоскость 1\
которая отрезает от F «горбушку* (см . ( ) , гл . I I , § 2) . содержащую А
внутри ,

JI емка 1 {С. 3. Шефши. ) , Через каждую точку множества В — F \ А
проходит прямолинейный отрезок с концами на OF , на котором касательная
плоскость к F стационарна .
Дока з а т е л ь с т в о. Ввиду теорем из ( J ) (см, гл . jl . § 2 и гд. IV , § 3)

А = F ( . 1 — замыкание Л ) . Пусть А'„с В , Xt — lim Х „, А . = А . Уела-
II.-f -v

мся обозначать А , Е проекции точки А е /' и множества Е сл F на плос-
ь г, у соответственно, X <?, Е сдQ. Каждая горбушка Е , отри шемаи

/ плоскоечью Р , является выпуклой поверхностью ( ( ) , г .т . 1 Л , ; 4) , гра-
а которой BE есть замкнутая выпуклни кривая в плоскости F . Для isoа-
п горбушки Н такой, что А 55 обоэнач ) м H .V , \ Е ) расстояние
выпуклого множества Е , измеренное но прямой £j?r*
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Существует такая горбушка £о (А",,) , что

г (Х0, Хп,Е,( .¥„))- inf г{Хг, ХП 1 Е ) - г{ Хь Хп ),
ÿ Q

где Э?! множество всех горбушек , содержащих Л i / .
'

. (X..) но вырождает
г л к отрезок пли точку, иначе для любой невырожденной горбуш кн Е. со¬

держащей точку Х„, расстояние г ( A ., л'., Л ) с г ( Хй . X ) ). Точка X ., лежит
на границе горбушки £. (А,) , иначе зайдется поворот плоскости, срезаю
щей горбушку Е„ ( А „) , дающий новую горбушку Е. для которой
г(Ао , А'. . £’) -С г(Ас, А ,, }, Отрезок А . А . , очевидиц. ражшпает /Г , - [ V „) . Каж¬

дая ns компонент множества оЙи{Ал ) \ А\ХП пересекается с 0Q (XX,

замкнутый отрезок с кон J piми X,, А ,. ) , Иначе надлежащий попорот плоско
стп , сралаюлши горбушку Е„ ( А ,) , вокруг прямой А'.,Х„ п последующее
«вдавливанием этой плоскости приводит к противоречию 5 экстремальным
свойством Р0 (-ХА ) , Поэтому существует отрезок X X X,' - ХХ >, XX ^-_= г'/ }' о (Л"

. . ) r' 0Q , разделяющий точки _Х. , X . Но ограничивая общности,
можно считать, что при выпуклые множества Bt (А'„) сходятон*
выпуклому множеству £, которое содержит отрезок -V , _V . V . , Х « едЕ П < >Q,
проходящий через точку X . Нели £ отрезок, то в пето проектируется ле ¬

жащий па £ отрезок г нужными свойствами . Коли же Р пспирожденное
выпуклое множество, то оно есть проекция горбушки Е , X . <= дЕ.

Обозначим <><Е связную компоненту м ложно гил дЕ \ 3F. содержащую
точку АХ и покажем, что дйЕ - прямолинейный отрезок (открытый) . Дей¬
ствительно, и противном случае найдется содержащая точку Хг выпуклая
дуга а $Е\дЕ , не совпадающая с хордой XiXi, л потому надлежа¬

щий поворот вокруг X ,X „ плоскости, отрезаюipeii Е , дает горбушку Е\ со-
держащую А'„ внутри, что невозможно, Очевидно, прямолинейный отрезок
dJS, пак ложишин па выпуклой поверхности, обладает нужными сьойст-
вами.

Л е м м а 2, Пусть е лемме 1 Е — поверхность положительной гауссо¬

вой кривизны.
Тогда множество А совпадает с множеством всех сс ал.)\штичвеких то¬

чек ( см . II, j 1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Прпнадлежностъ каждой эллиптический точки

множеству . I очевидна. Пусть А & Л . Существует выпуклая горбушка Е г—
с~ F такая, чти А" = Е дЕ. Ввиду положите п,пости гауссовой кривизны
черед X не .чиже г проходит прямот «тайный отрезок, лежавший па Е
(см. (;) , гл. М , !; 3) т откуда следует , что ка Л илнптнческэж

i). Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Пусть Ф — поверхность, удовле¬
творяющая условиям юорсмы . -V еФ произвольная точка. Существует
содержащая внутри точку .V . поперек 5. 3_ ф @0AA<>B@5=?>3> и лемме 1
вида . Сохраняя Смысл об < 75KH>H9, принятых п н. 2", замечаем, что доста¬

точно доказать, что A — F. Действительно, тогда из леммы 2 следует, что
псе точки Е_ эллиптические п поэтому гтверхность Е , как легко убедиться,
выпуклая. Множество А, очевидно, открытое. Его проекция Л на Q — от¬

крыто м гшжество, следовательно, множество В= <? Д замкнуто отпоен
-голыш Q.Достаточно установить, что ft — ф.

Предположим противное н пусть , X f U . Возьмем достаточно малую
окрестность I точки X . Поскольку Л F , найдется точка 0 5L Д П X Ма-
лость V обеспечивает существование в В т о ч ь и X , , ближайшей к 0, н ус .ш
вне S city , где S замкнутый круг с центром в О и радиусом ОХ . Вследст¬

вие леммы I через X проходит отрезок с концами пэ dQ. и который про¬

ектируется отрезок £|с Е с концами на дЕ 53 стационарной касательной
плоскостью. Очевидно, L с; Q\A, S сд Я, о«атому I , — отрезок касатель¬

ной к S в точке X ,. Возьмем на окружности dS точки X. X, близкие и X IT
лежащее но разные стороны пт X. Обозначим 'Л , Т лежащие пне S отт;ры-
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1-- криволинсиные B@5C3>;L5?88, ограниченные окружностью dS и касз-
тел ними к ней л точках Xi, .Vs, АЗ , Допустим, что одно из множеств
Г " В, Т . П В пусто. Тогда существует квадрат О, СГ Q со стороной на Т„
i который проектируется поверхность F,с Ё, выпуклая, поскольку все ей
нутре-пнне точки эллиптические , и содержащая на границе прямолиней¬
ный отрезок со стационарной касательной плоскостью. Дополняя F , ее зер¬
кальным отражением в нормальной плоскости, проходящей через этот от-
F- г . получим поверхность, имеющую, очевидно, положительную гауссову
кривизну и содержащую внутри прямолинейный отрезок , что невозможно.
Следовательно, существуют точки F,е 7\ П В, F-.е Тг f| В н проходящие
через ппх проекции Е, I , прямолинейных отрезков па F со стационарной
касательной плоскостью. Если точки Xtl X ; достаточно близки к a Q со¬

держится треугольник со сторонами, лежащими на Г„ 1 Этот треуголь¬

ник есть проекция поверхнО( тн Ё3 сг F. граница которой имеет стациопар-
вую касательную плоскость , Полная внешняя кривизна этой поверхности
: - нулю ( (2), гл, II . § I }, что невозможпо ввиду положительности гаус ¬

совой кривизны ( ( 3) , гл. IV, § 3) . Полученное противоречие завершает
доказательство.
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