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! . О П оа на ч е н и и и u р е д о а р н г с л ь н ы с с в i- д е к и я. Для на¬

ла паномним , что стандартный комплекс /’ ( © ) топологической алгебры
© определяется как комплекс {(> (©) , d' ) , где О (®) есть пространство
прерывных кососимметрических 4-ликеиных вещественных фупкцмона-

* на ©, a d ' \ СЧ {Щ действует но формуле
){А, \Я ¥1 ) =

= 2 (- 1Г*-1 L «Л„М, At Л, Л( , Vi)
1*1* -. t <.4+1

(Г A,, , . . , A,+ i e 8). Гомологии комплекса С { Щ ) называются
жо I о м о л о г и я м н а л г е С> р ы ® н обозначаются через Н * (© ) —= 0Д/'' (© ) .

Пусть М — гладкое (класса С°° ) «-мерное многообразие, Й (ЛГ) - а.тгеб-
1н гладких векторных полей на М . В комплексе С ( Й (Л/ ) ) выделяется
опадыши подкомплекс <ГЛ{9[ (Л/ ) ) — (CV, d* } : элемент /,е /> (й (.)/ ) )

шиадлеишт если Е (А ) , . . . . А,) = 0 для любых векторных полей
, . MA,, eSl (jl/) с непересекакицимпся в еонокушюсти носителями

(подробности см . в ( “ ) ) . Гомологии комплекса С\ (Ш (.1/ ) ) обозначаются чн-
ы И ,* (М ) ) .
Через 1 V „ обозначается алгебра Ли формальных векторных нолей в точ ¬

ке "S R" (см , ( = ) ) .
Напомним известные результаты про Н ~ (В . ) н // ^

* (?t ( ЛГ) ) , В ( ; ) уста ¬

влен изоморфном между //‘( Ид, ) н // ’ (А ,: К) , где X , — прообраз 2п-го
она !>а:п,1 в универсальном К ( н ) расслоении . В ( ’ , ' ) построена сиентраль-
послодоватедьность R) @ 7 f t ( W l l ) = H*~l ( 3l ( A f ) ) . Настоя¬

щая заметка посвящена дальнейшему уяснению связи между //‘( И ' )
шН ,’ {ЩМ ) ) .

2, Ре з у л ь т а т. Многообразие . 1 / является базой каноническою век
торного расслоения Т] со слоем С* (И , , ) - ФСГ ( Й , , ) (координатные функ -

Г

пни итого расслоения индуцируются функциями перехода от одних ло¬

кальных координат к- другим) . Дифференциальная форма степени q на . 1 /
со значениями в ц определяется как функция, относящая при хе Af,
г А- 0 всяким г/ — г векторам пз Т„М элемент степени г из слоя над х и за ¬
висящая от этих векторов полилинейно и коеоснмметрпчпо. Внешний диф¬

ференциал ft'\ такой формы <[ определяется формулой
СЦт * • I T$-r+l) =

=S( — *)1й (Т1)ф (Т1 т Tj, . .. т Vr+l) + <* 1ф (*!. . V- >4l)J >

£ й (т , ) ~ дифференцирование а направлении вектора т (расслоение ц
бжается естественной канонической сиязностью, см . конец п . 3) t d —

{ •ференциал в комплексе С‘( И'., ) . Через \ ( А/ ) обозначим комплекс , со-
( вленыый из таких форм, имеющих компактный носитель .
Те о р е м а , П А(*(Д/) ) = Н '!+” (А (Л/ ) ) при q > 0.
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Из этой теоремы видно, что ЯА* (Я (Л/) ) определяется топологическими
'свойствами касательного расслоения многообразия М . Т2 частности , если
многообразие М параллелизуемо, то Я.1?(31 (Л/) ) = ® НС‘{ М\ Я ) ®

S-M“ 5 -)-л
& //'(И'п) . Доказательство теоремы использует идеи работы ( 1 ) .

3 Д е й с т в и я а л г е б р Л и. Сначала дадим аккуратное определение
потом приведем пример. Пусть А — коммутативная топологическая алгеб¬

ра над С . S — множество ее морфизмов в С. Множество &(А) всех нектор-
ных полой на S (т, е. дифференцирований алгебры -4 ) является тополо¬

гическим Л-модулем и топологической алгеброй Ли . Говорят, что ядерная
алгебра Ли © д е й с т в у е т на S, пли что 5 является © п р о с т р а н¬

с т в о м , если задан некоторый непрерывный гомоморфизм ф= @ — *- & ( ?) .

Говорят , далее , что S является главным ©-пространством, если отображе¬

ние Л -модуля А ®с© в Л модуль & (£) , задаппоо формулой а 5? g -*-

— >- аф (£ ) , являе тся изоморфизмом. ( П конечномерном случае это означает,

что S есть фактор-пространство группы G по дискретной подгруппе.
В общем случае это понятие богаче, так как бесконечномерной алгебре ,
как например И „ может не соответствовать никакая группа.)

Отметим, что для главного ©-пространства S является изоморфизмом
и естественное отображение A ®c (Ac"@) -* Ал*®, где А* означает д ю
внешнюю, т. в. альтернированную тензорную степень.

П р и м е р. Примем за S пространство S( M ) формальных систем коор¬

динат па М , т. е, положим S( M ) = lim S^ ( M ) , где S^ ( M ) — многообразие
ft-струй регулярных отображений R’‘ — *- М в точке 0; кольцо А определим
как lim Л » , где Л — пространство гладких комплекснозначных функций
на S x ( M )\ за © примем W Действие <р = ГГ , — & (S(4/) ) определяется
так . По элементу|<= 1Г„ строим одпопараметрическое семейство диффео¬

морфизмов £ , = R ,; И". Теперь, если F eAt и а есть ( к -J- 1 ) -струя ото¬

бражений R" *1/, то положим | (ft, (I) F] ( « ) = jj- F ( a ° £,) [ . = 0. Возника ¬

ют отображения (р ( £) : Л* — »- Л* „ которые составляют , как в этом легко
убедиться, дифференцирование Л -* Л . т. о ., элемент на 9t (S (.l/ ) ) ; послед¬

ний мы и принимаем за <р (|). Можно проверить, что построенное отобра ¬

жение <р= я, — Я (5(Л/) ) определяет действие алгебры W „ на S ( M ) н
что относительно этого действия 5(Л/) является главным И/

Т

„-пространст -

вом. Структура главного однородного пространства позволяет ввести есте¬

ственную связность в расслоении ц (и . 2) ,

4. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е ф о р м ы п а S (М ) . Ф о р м у л а М а у-
р е р а — К а р т а п а. Дифференциальной формой степени г/ на S со зна ¬

чениями в линейном тополо! оческом пространстве В называется непре¬

рывная А-линейная косоепмметрическая (/-форма па Я (А) со значениями
в Л -модуле А& В ,

Пространство всех дифференциальных форм на S со значениями в В
обозначим через £ 2* (А ; В ) = ®..Q! { S\ Я ) , Внешний дифференциал d —
= В ) -* £2-,+|(5; В ) определяется формулой

*( /> , очЛ)=2 ( - iy />i, , Aj+1) -

+ 2<- l ) ’;"1 t ([ />.. Dt [ , Dlt , Dt £>,+1)
*< i

(Te Qq ( S\ By, D, JVi^31 ).
fTvert у является главным © пространством . Тогда отображение ы:

St{At7 ) J4 ф обратное к отображению (см. п . 3) , можно
рассматривать, как 1-форму на S со значениями в ©.
Предл ожени е 1 (формула Маурера Кардана) d c o = — 7*[ш, щ],

т . е . (1ш (О ,. D . ) — — [Й (Д ) , ю ( /Г ) ] для любых Du Dz ~ 3C (S) ( в правой
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Lк — ' , последнего равенства коммутатор берется в А ® ©; он определяется
фсзкну.юй [я, ® £l faa ® gi ] k i t f a].

Г е ом е т р и ч е с к о е д е й с т в и е а л г е б р ы Л и. Пусть@ -- алгеб¬
ра - Г и. {А- — © VAJ, а} — комплекс, дифференциал <1 которого имеет сте-— 1 . Скажем, что определено геометрическое дейсттае алгебры @ в А'
(паче: Л есть геометрический ©-комплекс, или просто © комплекс ) , если
JP - каждого /. = © задано линейное отображение X = К — К степени — 1
тг ~ что дли любых A* f= © имеют место равенства

! (о/,| рЯч) = аЯ ( 4" (о, ji ^С ) ;
- е ,_ Х? - — 7-i^-ij
3 [ Ai , Л;]4“ 4“ ^Дг ;— ' 0,

11< -.ыгзя d(A) = X d -\- d l , получим представление алгебры ® в опдо-__
лрфнзмах комплекса К.Однако легко показать, что по всякое такое пред¬

ставление получается этим путем из геометрического действия.
Если К — геометрический ©- комплекс, то через А'© обозначим его под¬

комплекс, составленный пз таких к & К. что л/с = а ( Х )к — 0 (иначе:
I>= X d k — 0) для всех X е @.

Прим е р 1. Пусть Р — алгебра Ли, © — ее подалгебра. Стандартный
ишлекс С ( Р ) снабжается геометрическим действием алгебры © для

[L А - 1е ?.е ©, L E C ( F ) полагаем ( X L ) ( f =-- (А, /), /у — l).
Прим е р 2. Бели 5 есть ©-пространство, т, е. задано отображение <р:

i — - (5) ( гм . п. 3) , то комплекс (П* (^т) , d} (см. п. 4 ) снабжается геомет-I ричег ITEM действием алгебры © : для Ои . ,Д,._1 e$T ( i$) , ^е ®л5Q^S)
1*с<лагаем ( лт) t ) = т (<р (л) ,

Поясним последний пример в конечномерном случае. Если S есть ко-
I ветаоыерпое многообразие, па котором гладко без неподвижных точек
Идействует группа Ли G. алгебра Лп которой есть ©. то,как легко показать,

(П - (5) ) © = £3‘(А / С).
Б заключение отметим, что если А4 и К , — два ©-комплекса, то

I Нот ( A'tf AV] также снабжается структурой ©-комплекса, А именно, если[ о = Нот (Л';, AV) , то полагаем (dp ) (A)= r f ( p (f t)) — o ( d A:) и ( Хр ) ( к )=j = / ( р (А) ) — р (1к) , где X е ©, к i= K t.
б. Гомо л о г и и д и а г о н а л ь н о г о к омп л е к с а , Наметим до-

§касательство теоремы из п. 2. Согласно сказанному, комплексы C { W n ) я
i J ' (5 f .l/) ) являются И’„-комплексами. Значит, ИА-комплексом является
а А’ = Ноти (С ( Н^) , Q‘(5( A/ ) ) ). Одновременно А' является и Е„-комплек

I сом. где А0 — подалгебра алгебры И7.., составленная пз формальных вектор-
нк.\ полей, обращающихся в ноль в точке 0,

Локапываемая теорема вытекает из трех следующих лемм.
Л емма 1. Комплекс Kwn сопряжен с комплексом Сд (9[ (Д/ ) ) , В част-

К?сги, U ., ( AlV” ) = [НА(ЗШ ) ) ] * при всех q ,
Л е мм а 2. //_ „( А'^)= [У/ ;- я +1( Д (Д/) ) ]* при. всех q.
Лемма 3. Включение А'ип — А'1' индуцирует изоморфизм гомологий.
Лемма 1 доказывается т а к . Всякий элемент ке (А11'»)"1 определяет

I гомоморфизм кр. Сч{ И7,.) — ft*(5(Л/) ) = А , т. о, элемент пз А & £'* ( „) *== 4 ®Л,(И7
Л) — Лл7(9( (5(Л/) ) ) (последнее равенство следует на того,

I "то Я ( М ) есть И7 ,,-пространство; см. п. 3) . Ия ке K w* следует, что полу-Вченпыл элемент И7
,.-модули Лла (®(£(ЛГ) ) ) является И7 „-инвариантным.

1Монщо показать далее, что нрострапство Wn-инвариаптпых элементов изV А ^
5 (Я{5(Л/ ) ) ) сопряжено с EV (9J ( A/ ) ) . Таким образом, возникает гомо

I морфизм (КС4е(Я{Л/) )‘, который , как это проверяется, является
I в оморфизмом и в естественном смысле согласован с дифференциалами в
в - мплексах К и CV (9t (Л/) ) ,

Доказательство леммы 2 основано на том, что алгебре А» отвечает бей¬

ке чечномерпая группа Ли (группа формальных диффеоморфизмов прост ¬

ранства R, сохраняющих точку О ) . Ото позволяет свести вычисление го-
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молот й вошиеки A'L к «ычислепию когомологий фактор-пространства
иикоторого нространстпа но дейстпию этой группы.
Наконец, для докиллтельстна леммы 3 в комплексах А'н' п и KL< опре ¬

деляются фильтрация . Первая происходит от фильтрации в CV ($1 ( .1У ) ) ,
построенной п ( 1 ) , вторая — от обычной фильтрации Лере гг коцепях рас¬

слоенною пространства Л (.V ) . Удается доказать, что включение Л 11

К 1'" согласовано с этими фильтрациями и индуцирует гнюморфисм нтп
рых членов спектральных последовательпостей.

Институт прикладной математики Постудило
Академии наук СССР 5 VI 1971

Москва
Московский государственный университет

пм. М . II, Ломоаосова

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 И М. Г е л к ф и н д, Д. В. Фу к с, Фуикц, акал., 3, в, 3, 32 (19159). 1 И. М.

Г е л ь ф а н д, Д. Г> . Фу к с, йав. АН СССР, сер. патент., 34 ( 1970) . * 11. М. Г е л ь¬
ф а н д, Когомологии бееконечномерных алгебр Ли. Некоторые вопросы интегральней
геометрии. Докл . па кон рееее математиков. 1076. > И. М. Г е л ь ф а н д , Д . Б
Ф у к е, Фуикц. «нал., 4, н. 2, 23 {1976) .

272




