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Пу« и Л — полупростая коммутативная банахова алгебра с единицей
полем С комплексных чисел , реализованная в соответствии с гельфны -
шпредставлением как алгебра непрерывных функций на компакте V
максимальных идеалов. Всюду ншие компакт X предполагается сипа

Черев Я Д А ) обозначается совокупность уравнений вида
U7n + + ...+ ал = 0 (1 )

коэффициентами а ,е А , 1 + i + п, и о б р а г и м ы м д и с к р и м и н а н-
*.- ч. В дальнейшем, говоря об уравнениях , .мы будем иметь в виду урав-

я класса Я , , (Л ) . В случае А — С (А') обозначение дли класса сокра-
т; н до Я , (А' ) .
Уравнение класса Я , , (А ) называется р а з р е ш и м ы м, если оно обла-

л различными решениями , принадлежащими А. При этом решения
и -_ р а а л п ч п ы , если w, ( .г ) ф ша (л:) при всех хе А .

H- iijjoc о разрешимости уравнений класса Я „(А’ ) подробно рассмотрен
( I . ГДе ОН СВОДИТСЯ К ЧИСТО ТОиОЛОГИЧеСКОМу ПрИ ПОМОЩИ ПРОСТОЙ K01I-
vKiuin (которую здесь удобно воспроизвести) .

значим через Н совокупность полиномов степени п с ноетоянными
плекснымн коэффициентами , отличным от 0 дискриминантом а го стар-
козффнцшштом 1 . Множество И наделяется топологией, индуцнро

нон естественным вложением в С ". Далее, А’„ — совокупность упорядо -
ных наборов (А„. . . , /, , ) комплексных чисел , для которых А , Ф А . при

* г ; это множество также наделяется топологией , индуцированной вл<ь
ашм и ( / . Имеется накрывающее отображение р : Е „ Вп , сопоставляю-

точке (л , , . . . , >.,. ) е полином А" + спА 71 - 1 + . . . (- корнями ко
го служат А|, . , . , А„.

С каждым уравнением класса ЯДА" ) теперь ассоциируется отображе
/: Л‘— й п р и ч е м уранпепне , соответствующее отображению /, тогда

только тогда разрешимо, когда существует такое отображение g : Х -+ Е „,
диаграмма

-1. , ЕП
Х—\ * 1* (2>1

утатлвнн . Мы не будем в дальнейшем различать уравнение класса
(А I с ассоциированным с ним отображением /,

Хорошо известно (ем , , например, ( * ) , стр. 102) , что если коэффициенты
впения ( 1 ) принадлежат алгебре А и если это уравнение имеет пенре¬

пе решение , то такое решение само является элементом алгебры,

частности, если все уравнения класса 91 „(А') разрешимы, то рааре-
ы н все уравнения класса Я ,ДА ) . Естественно возникает во-

- относительно опрощении этого предложения: верно ли, что из разре-
остм всех уравнений класса Й „ (А ) при некоторой алгебре А . простран-
м максимальных идеалов которой служит компакт X , вытекает разре-
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шпмогть всех уравнении класса &„(Х) ? Хотя мы не знаем полного ответа
г - - - вопрос, мы покажем, что ответ оказывается отрицательным, если
км --.'то всех уравнений рассматривать уравнения с от мече япо и точ¬

кой (см. ниже). Кроме того, ответ оказывается отрицательным в простей¬

шем классе топологических алгебр функции.
Сформулированный вопрос тесно связан с проблемой гомотопической

: - - сифпкацни уравнений класса 2„, поскольку два гомотопных в 2ДХ)
уравнения разрешимы одновременно .

ТТо теореме Аренса — Ропдена, каждое двучленное уравпепие класса2. ( .V i гомотопно в этом классе двучленному уравнению из Я„(Л ). Отсюда
л тко следует, что то же верпо в отношении общих квадратных уравнений.
Оказывается, что для уравнении степени п — 3 это уже не так. Построение
примера основано па следующей лемме, которая является простым следст¬

вием теоремы Мовтеля о нормальности семейства аналитических функций,
выпускающих два значения.
Л е м м а \. Не веяное непрерывное отображение кругового кольца

г <; |ц|< Я в комплексную плоскость бел двух точек (например, 0 и 1)
гомотопно в классе таких отображений отображению, задаваемому анали¬

тической функцией. I
Фактически можно доказать больше: среди «сложных» отображений

лпшь конечное множество классов содержит аналитические отображения
(вряд ли имеет смысл уточнять формулировку).
П р и м е р 1. Пусть X — {£: О <Г г^ |£| =£l R <Г оо ) и Л — замкнутаяподалгебра в С( Х ) , состоящая из функций, аналитических внутри X. По

лемме 1, имеется непрерывное отображение k компакта X в комплексную
плоскость без точек 0 и 1, нс гомотопное в атом классе никакому аналити ¬

ческому отображению. Рассмотрим уравпепие w ( w — 1) ( w — h ) = 0, По¬

скольку это уравнение разрешимо, всякое гомотопное ему уравнение также
разрешимо. Отсюда легко следует, что предположение о гомотопности этого
уравнения некоторому уравнению из 2s (-4 ) приводит к противоречию с вы¬

бором h.
Теперь переходим к построению основных примеров. Фиксируем точку

tosin точку &» «= В,. Отображение типа /: ( X , дг») ( В„, 6«) будем на¬

зывать уравнением с о т м о ч е н н о й т о ч к о й. Нетрудно показать, что
если всякое уравпепие класса с отмеченной точкой разрешимо, то
разрешимо и любое уравнение этого класса. Мы увидим, что из одной толь
ко разрешимости всех уравнений класса Я„(Л ) с отмеченной точкой, вооб¬

ще говоря, не следует разрешимость всех уравнений класса 2,, ( X ) . По¬

строению примера предшествуют некоторые предложения, представляю¬

щие, быть может, самостоятельный иптерес.
Дискриминант уравнения типа (1) будем обозначать через d. Пусть I

По1 (С,,) — алгебра функций, голоморфных на многообразии С 0 = С \ {0}. I
Л е м м а 2. Если коэффициенты уравнения ( 1 ) принадлежат ТТо1 {С0 > .

причем а, — 0 и d — 1, то все коэффициенты этого уравнения постоянны. I
Д о к а з а т е л ь с т в о. Переходя, если необходимо, к л!-листному на¬

крытию, можем считать, что уравнение разрешимо. Пусть и?,, . .., w„ — I
набор решений уравпеппя. По теореме Пикара при i 2> 2 функции

( U!i — Wi ) / (u;s — Wt )
обязаны быть постоянными. Добавляя к этим соотношениям еще два , вы- I
топающих пз условии и, = 0 п I , получим, что все и>< — константы. I
Лемма доказана .
С л е д с т в и е. Если коэффициенты уравнения (1) принадлежат Hol (C$ ) ]

и если, дискриминант этого уравнения допускает извлечение корня сте- I
пени п ( п — 1) , то это уравнение разрешимо.
Действительно, такое уравнение путем замены неизвестного сводится I

к уравнению, удовлетворяющему условиям леммы 2.
Пусть / > i и А'( = {£: f

_
l =£7 |:| ^ t}. Обозначим через А, замкнутую ,
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: :гебру в С ( К ; ) , состоящую из функций , голоморфных внутри А', . Фик-
7 > я некоторую точку Ъ„ <= В„.

-'I - мм а 3. Для любого п существует такое U { n ) , что при t ^ £0 ( га)
решило всякое уравнение f : ( Л' , 1 ) ( В., б„) класса ?!., ( At ) с d = 1.
Док а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда найдется семей-
нерпзрншшых уравнений /л ( К ,, 1) ( В„, & „) с удовлетво-

pDDiuia условиям леммы. Не ограничивая общности, можно дополплтель-
* г: едположить, что о , — П для всех уравнении семейства.
Переходя (как в лемме 2) к накрытию и используя теорему Мпитал я,
обнаружим, что семейство нормально. Кроме того, значения /( при

I — ! фиксированы, и поэтому паше семейство фактически компактно.
Т обстоятельство, что некоторое уравнение /. неразрешимо в точности,

•аиачает. что при обходе окружности |£| — 1 происходит нетривиальная
ерестановка корней (уравнений с числовыми коэффициентами ). Так как
группа перестановок конечна, мы можем предположит]., что для всех урав ¬
нений нашего семейства происходит одна и та же перестановка. Переходя
* *рь к пределу при f — оо и используя при этом отмеченную выше ком-
|ги - т ъ, мы обнаружим неразрешимое уравнение класса 91,. (По) ( <^ D ) )
< J = 1. Но существование такого объекта противоречит следствию на лем-Но существование

Лока зателы-тпо закончено.
Те о р ем а. Пусть G группа с конечным числом образующих и ко-
нъгм числом определяющих соотношений,

гда существует такой конечный комплекс с отмеченной точкой ( X , .тп)
Ш такая замкнутая подалгебра Л <? С (А ) , пространством максимальных

лов которой служит X , что 1 ) л ( (Х) = G, 2) всякое уравнение f :
; рГ. г 1 - ( В ,„ Ь .у ) класса % Г. (Л ) с d — 1 разрешимо. Если при этом грун¬
те G не имеет нетривиальных гомоморфизмов в группу Z целых чисел, то
Ыклрешимым ложно считать любое уравнение класса 91 „ (Л ) с отмеченной
течкой.

о к а л а т е л ь с т в о. Заметим, что если G — Z, то в качестне X иож-
* использовать Kt с t pc U,( n ) , а в качестве .4 — алгебру Л ,. В общем слу¬

чае рассмотрим букет окружностей Si в количестве, равном числу обра¬
зующих группы G. и, в соответствии со стандартной конструкцией, заклеим
их пленками, чтобы получить (двумерный) комплекс с фундаментальной
j ой С , Рассмотрим далее, такое же количество круговых колец К ,
к : S* f c ( n) н отметим на каждом из инх единичную окружность. Отож-
х— - ;гм полученные окружности с окружностями 5£ так, чтобы точки

^ = ! попали в отмеченную точку х, букета. Полученный комплекс обозна¬
чим через X. Яено, что л * (А') — G , Пусть А — замкнутая подалгебраждгебрц С ( X ) , состоящая из функций, аналитических внутри «полей » А',.
Г: : видеть, что X совпадает с пространством максимальных идеалов,

алгебры А Разрешимость уравнений, отмеченных в пункте 2) , вытекает
литы 3, Если дополнительно Hom (G, Z) = 0, то для построенного ком-

ют -к - .1 Н ' { Х , Z) — 0, и, следовательно, разрешимы вес двучленные урав-
£•• т ; класса 91... В тиком случае произвольное уравнение легко ириводнт-
и к уравнению с d — 1 , Теорема доказана.
Вернемся к диаграмме (2) . Известно, что фундаментальной группой

> траиства Вп служит группа В ( п ) кос Артнна из п нитей. Отсюда сле-- г I 1) , что в случае конечного комплекса А" для разрешимости всех урав¬
няй класса 9J „(A) необходимо и достаточно, чтобы группа л., (Аг) не имела
ривпальных гомоморфизмов в группу В (п ) .
Прим е р 2. Пусть G — коммутант группы В (п ) , п ^ 5. Груша G на
нетривиальных гомоморфизмов в Z и является конечноопределсшгон

ттгпой {’) . Используя доказанную теорему, мы получаем пример алгеб-
Л , в которой разрешимы уравнения класса 3П (Л ) с отмеченной точкой,-сте с тем , группа ( X ) в данном случае нетривиальна и естественно
ожепа в В ( г г ) . Поэтому , в силу сказанного выше, не все уравнения клас-
Я-. (А ) разрешимы. Добавим еще, что уравнения класса Я* (.Y) окажутся
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разрешимыми, так как при п ^ А из Нот (С, Z ) — 0 вытекает отсутствие
нетривиальных гомоморфизмов н /3{п).

3а м с ч а н и е. Используя вместо леммы 2 лемму 2.нетрудно на том же
пути указать пример такой т пи о л oi и ч с с к о и алгебры на бесконечном
комплексе Л', в которой разрешимы все у р а в н е н и я классов но
н С ( Х ) иа спектре этой алгебры, вообще говоря, нет разрешимости уравне¬

ний выше 4-й степени.
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